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FUNDAMENTOS






CapriTuro 1

TEORIA DE CONJUNTOS

1.1 ConNJuNTOS

En esta seccidn ofreceremos un estudio breve de las nociones basicas de la teorfa de
conjuntos, ya que esta materia proporciona los conceptos fundamentales a partir de los
cuales podemos definir aquellos que son el objeto de estudio de este libro. Dado que
nuestro interés en los fundamentos conjuntistas no va mucho mas alla de fijar el lenguaje
habitual en el que se expresan o se definen las nociones de practicamente todas las
matematicas modernas, no tendremos ocasion de desarrollar la teoria de conjuntos con
el cuidado y la formalidad que son necesarios para evitar ciertas complicaciones 1dgicas
que surgen al examinar con detalle las ideas presentadas en esta seccion (como es el caso,
notablemente, del concepto mismo de conjunto), sino que aqui nos conformaremos con
exponer la materia en su aspecto informal e intuitivo, enfoque cominmente conocido
como “teoria intuitiva de conjuntos”, titulo que pretende distinguir dicho enfoque del
estudio axiomatico y formal de esta materia.

Asi pues, apelamos a la intuicién del lector y definimos informalmente un conjunto
como una “coleccién” de objetos cualesquiera a la que concebimos como un todo. Los
objetos que conforman a un conjunto se dicen sus elementos. Para indicar que un objeto
x es un elemento de un conjunto A escribimos

x € A.
La situacién opuesta, de que x no es un elemento de A, se representa mediante la notacion
xX¢EA

Un aspecto esencial de nuestro concepto intuitivo de conjunto es que para todo objeto x
y todo conjunto A, o bien tenemos que x € A, o bien que x € A. También usaremos
regularmente expresiones como

x,yE€ A

para indicar el hecho de que x € Ay y € A, y ésta es una abreviacion que, desde luego,
podemos extender para indicar la pertenencia de cualquier nimero de elementos a un
conjunto dado.

Es intuitivamente claro que, a parte de los elementos que contienen, no hay nada
mas que deberia distinguir a dos conjuntos. Dicho de otro modo, todo conjunto esti
completamente definido por los elementos que contiene, algo que usualmente se expresa
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diciendo que éste estd determinado o definido por su “extension”. Esta caracteristica de
los conjuntos vistos como conceptos abstractos constituye el postulado que define la
relacion de igualdad entre conjuntos, conocido como “el principio de extension™:

Principio de extension. Dos conjuntos A 'y B son iguales si éstos consisten de los
mismos elementos, lo cual se expresa escribiendo

A =B.

Por lo tanto, en términos de la relacion de pertenencia, A = B representa el hecho de
que x € A siy solo si x € B.

Para indicar que dos conjuntos no son iguales, escribiremos A # B. Por el principio
de extensidn, esto significa que existe al menos un objeto x tal que esta en uno de los
conjuntos pero no en el otro.

Las siguientes propiedades de la igualdad de conjuntos son inmediatas.

Proposicion 1.1. Para cualesquiera conjuntos A, By C, se cumple que
(a) A=A
(b) A= Bsiysolosi B=A.
(¢) Si A= By B =C, entonces A = C.

Aceptaremos la existencia de un conjunto sin elementos, que representaremos por
@y que llamaremos conjunto vacio. En simbolos, el conjunto vacio esta caracterizado
por que el enunciado

xXeEQ

es falso para cualquiera que sea el objeto x. Observemos que el principio de extension
implica que s6lo puede existir un conjunto vacio, pues, al estar los conjuntos comple-
tamente determinados por los elementos que contienen, cualquier otro conjunto sin
elementos serd igual @, luego en realidad sélo existe un conjunto vacio.

Con la finalidad de proporcionar otros ejemplos concretos de conjuntos que faciliten
la comprensién de los conceptos explicados en este capitulo, haremos uso de los con-
juntos numéricos de las matematicas elementales y supondremos conocidas del lector
las propiedades basicas de los mismos. Para representar a dichos conjuntos numéricos,
utilizaremos la simbologia explicada a continuacidn:

e N para representar al conjunto de los niimeros naturales!,
0,1,2,3,...
e 7 para representar al conjunto de los nimeros enteros,

e —2,-1,0,1,2, ...

ILa inclusién del cero dentro del conjunto de niimeros naturales no es universal, y muchos autores optan
por excluirlo en su definicién de dicho conjunto. Asi, para ellos, el conjunto de niimeros naturales “inicia” en
el 1, en cuyo caso “nimero natural” y “niimero entero positivo” resultan ser sinénimos.
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e (Q para representar al conjunto de los nimeros racionales, es decir, a los nimeros
de la forma § con a y b enteros.

e R para representar al conjunto de los niimeros reales, los cuales incluyen tanto a
los nimeros racionales como a los nimeros irracionales (o sea, aquellos que no
pueden expresarse como un cociente 3 de dos enteros a 'y b).

e C para representar al conjunto de los nimeros complejos, que son los nimeros de
la forma a + bi donde a, b € R e i = 4/—1 es la unidad imaginara.

Es importante reiterar que cualquier mencién o uso de dichos conjuntos y sus
propiedades algebraicas no tiene otra finalidad que la que acabamos de mencionar, y
que, por lo tanto, no intervienen para nada en el desarrollo de la teoria de conjuntos que
se proporciona en este capitulo, pues de hecho es mediante la nociones bésicas de la
teoria de conjuntos estudiadas en este capitulo que podremos dar definiciones (0, mejor
dicho, construcciones) de estos conjuntos numéricos y de sus propiedades algebraicas
que asumimos conocidas por el lector.

También utilizaremos las notaciones Z*, Q*, etc., para representar al conjunto
formado por los elementos positivos del conjunto a cuyo simbolo se afiade el superindice
k7,

Usaremos diversas notaciones para representar conjuntos cuyos elementos son
conocidos. La méas simple de éstas consiste en listar los elementos de un conjunto
dado encerrados entre llaves. Asi, por ejemplo, el conjunto de los enteros positivos
menores que seis esta representado por

{1,2,3,4,5}.

Esta notacién recibe cominmente el nombre de “notacion por extension”. Por supuesto,
ella s6lo es conveniente cuando el conjunto que se especifica no consiste de muchos
elementos, si bien en ocasiones podemos utilizar abreviaciones con puntos suspensivos
como en

{1,2,3,...,100} (1.1

que obviamente se entiende como el conjunto de todos los enteros positivos menores o
iguales que 100, o como en
{1’2’3’ "'}’

que especifica al conjunto de todos los enteros positivos, o incluso también como en
{1,4,9,25,...},

que inmediatamente reconocemos como el conjunto de los cuadrados perfectos.
Algo que debemos observar en torno a la notacién por extension es que, por ejemplo,
las expresiones
{1,2,3}, {3,2,1}, {1,2,2,2,3,3},

representan todas al mismo conjunto segun se deduce del principio de extension, pues
todas ellas hablan del conjunto cuyos elementos son exactamente los enteros 1, 2y 3.
En cambio, los conjuntos

L2y y L2}
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no son iguales, pues el primero consiste de dos elementos (los enteros 1 y 2) mientras
que el segundo consiste de un solo elemento, el conjunto {1,2}, o sea, que el segundo
de los conjuntos consiste precisamente del primero de ellos, o sea que, en particular,

{L.2} e {{L.2}}.

Este dltimo ejemplo nos muestra que los objetos contenidos por un conjunto pueden
ser a su vez conjuntos. Desde luego, esta situacion de tener conjuntos dentro de otros
conjuntos puede darse en niveles de profundidad arbitrarios. Para evitar monotonia en
el lenguaje, es comiin hablar de una coleccion de conjuntos en lugar de un conjunto de
conjuntos, y utilizar simbolos caligraficos como

A, B, C,..

para representar a los conjuntos de ese tipo.

Otra notacién que se utiliza con frecuencia, y que no tiene la inconveniencia de la
notacion por extension al trabajar con conjuntos de gran cantidad de elementos, es la
llamada “notacién por comprensién”, la cual especifica a un conjunto indicando alguna
propiedad que cumplen todos sus elementos (y solamente ellos). Con mas detalle, en
esta notacion el conjunto de todos los elementos x para los cuales el enunciado p(x) es
cierto se representa por

{x[p()},

que se lee como “el conjunto de todos los x tales que p(x)”. Asi pues, tenemos que esta
notacion esta caracterizada por la equivalencia

a€ {x|px)} siy s6lo si p(a),

donde p(a) es la proposicién que resulta de sustituir x por un objeto especifico a. Por
ejemplo, el conjunto dado en (1.1) se puede representar también como

{x|xesenteroy 1 < x <100},
donde el enunciado p(x) que especifica a este conjunto es, por supuesto,
p(x): xesenteroy 1 < x < 100.

Notemos que no hay nada especial en la eleccion de la letra x como “variable”
de un enunciado, y que el enunciado p(x) es exactamente el mismo que el enunciado
p(y) siempre y cuando la letra y no estuviera ya presente en p(x). Asi, por ejemplo,
el conjunto de los enteros positivos no mayores a 100 se puede representar también
mediante {y | y € Z y 1 <y < 100}. Por el contrario, en un enunciado como

p(x) :  x =2y para algin entero y,

que en términos mas simples no hace mas que afirmar que x es un entero par, no
podemos considerar que p(x) y p(y) son lo mismo, pues con esa sustitucion estaremos
confundiendo el propésito de cada variable y habremos convertido el enunciado en
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una proposicién que de inmediato podemos juzgar como verdadera o falsa (o sea, que
el resultado habri sido similar a sustituir x por un objeto concreto y no una variable).
En efecto, pues p(y) resultaria ser la proposicién y = 2y para algiin entero y, que es
verdadera por que si existe algtin entero y (Gnico en este caso)que es igual a su doble, y
es precisamente y = 0. Desde luego, en este caso podemos elegir la letra z, o cualquier
otra que no sea y, y expresar el mismo enunciado en términos de esa nueva letra:

p(z) :  z =2y para algin entero y.

Una variacion de la notacién por comprension que se usa con frecuencia consiste en
escribir

{xeU|p(x)} (1.2)

para representar al conjunto de los elementos que satisfacen tanto el enunciado x € U
como el enunciado p(x), es decir, al conjunto {x | x € Uy p(x)}. Dicha notacién puede
leerse como “el conjunto de todos los x en U tales que p(x)”.

Asi, por ejemplo, tenemos que el conjunto dado en (1.1) puede especificarse breve-
mente como

{x € Z* | x <100},

recordando que Z* representa al conjunto de los enteros positivos.
Otra variacion bastante conveniente de la notacién por comprension consiste en
representar por

{f() | p(x)} (1.3)

al conjunto que en la notacidn original quedaria representado por

{y |y = f(x) para algiin x que cumple p(x)}.
La expresion (1.3) puede leerse como “el conjunto de todos los f(x) donde p(x)”. Por
ejemplo,

{n*Inez*} ={1,4,9.25,..}

es el conjunto de todos los n*> donde n es un entero positivo, o sea, que se trata del
conjunto de los cuadrados perfectos.

1.2 SUBCONJUNTOS

Una relacion mas general que la igualdad es la de la inclusion de conjuntos: decimos
que un conjunto A es subconjunto de otro B, lo que en simbolos se expresa

A C B,
si todo elemento de A lo es también de B, o sea, cuando se cumple que

xXeEA implica xX€B
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para todo objeto x. Notese que el hecho de que A C B no excluye la posibilidad de que
A'y B sean iguales. Cuando si queda descartada esa posibilidad, decimos que A es un
subconjunto propio de B, cosa que indicaremos con la notacién?

AC B.

Las siguientes propiedades de la inclusién de conjuntos son evidentes.
Proposicion 1.2. Sean A, By C conjuntos cualesquiera. Entonces
(a) ACA.
(b) ACByBC Asiysolosi A=B.
(¢) SiAC By B CC, entonces A C C.

Otro verdad trivial sobre la inclusién involucra al conjunto vacio, y es que
D CA,

para cualquiera que sea el conjunto A. Quiza la forma més facil de convencerse de ese
hecho es notar que la tinica cosa que lo haria falso seria encontrar un elemento x que
esté en @ pero no en A y concluir que eso es imposible por que el conjunto vacio no
contiene ningin elemento.

En este punto es conveniente comentar sobre una representacion grafica de los
conjuntos que ocurren en una situaciéon dada y que en muchas ocasiones facilita la
comprension de las relaciones que existen entre dichos conjuntos. Nos referimos a los
llamados diagramas de Venn, en los que los conjuntos se dibujan como figuras cerradas
cuyo interior representa los elementos contenidos por el conjunto. Asi, por ejemplo, el
diagrama de la figura 1.1 ilustra adecuadamente la situacion de que A C B.

B

Figura 1.1. Representacién de la inclusion A C B de un conjunto A en
un conjunto B.

Sin embargo, el lector debe tener cierto cuidado y dibujar diagramas de Venn de
tal manera que éstos exhiban la suficiente generalidad que requieran los conjuntos que
se pretenden representar, o, en su defecto, el lector debe hacer abstraccién de estos

2En algunos textos, encontrara el lector el uso del simbolo “C” para indicar la inclusién de conjuntos, y
reservado el uso del simbolo “C” para la inclusién propia. Por lo tanto, el lector debe consultar las definiciones
relevantes siempre que existan dudas sobre la notacién empleada por un autor dado.
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diagramas a fin de no deducir de ellos detalles especificos que no tienen los conjuntos
considerados. Asi, por ejemplo, en ocasiones serd necesario imaginar la posibilidad de
que, en un diagrama como el de la figura 1.1, los conjuntos A y B sean iguales a pesar
de que las representaciones graficas sugieran otra cosa.

Al conjunto conformado por todos los subconjuntos de un conjunto A lo llamamos
conjunto potencia de A, y lo representamos por P (A).

Ejemplo 1.3. Sea A = {1,2,3}. Entonces
PA) ={o,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}} <

Proposicion 1.4. Si A es un conjunto de n elementos, entonces | P (A) | = 2".

Demostracion: Consideremos un subconjunto S de A y, para todo objeto x € A,
definamos p(x) = 1 six € Sy p(x) = 0si x ¢ S. Entonces el conjunto .S esti
completamente determinado por los valores p(x), lo que significa que .S puede formarse
de tantas maneras distintas como podamos asignar los valores 1 y 0 a p(x) para cada
x € A. Puesto que existen 2" formas de hacer dichas asignaciones (pues para cada
x € A existen dos posibilidades para el valor de p(x), y en total hay n = | A| elementos x
en A), tenemos que S puede formarse de 2" formas distintas. En otras palabras, existen
2" subconjuntos de A. L

1.3 OPERACIONES DE CONJUNTOS

Las operaciones con conjuntos nos permiten obtener nuevos conjuntos a partir de
otros. Por ejemplo, si A y B son dos conjuntos, la uniéon de A y B es el conjunto formado
por todos los elementos de A y todos los elementos de B, y se representa por A U B. En
simbolos,

x€AUB siy sélo si xX€EA o x€B,

0 sea,
AUB={x|x€Aox € B}.

Observemos que la disyuncién “o” de la definicién anterior se debe interpretar en el
sentido matematico (o 16gico) usual, de manera que se satisface (o sea, es verdadera) en
los casos en que x es elemento de A, en que x es elemento de By en que x es elemento
de ambos conjuntos.

Por su parte, la interseccién de dos conjuntos A y B, representada por A N B, es el
conjunto conformado por los elementos que A y B tienen en comin, o sea que

xX€ANB siy sélo si x€EA y x€B,
o bien,
ANB={x|x€Ayx € B}.

Recordando la notacién usada en la expresion (1.2), podriamos escribir también AN B =
{xe A| x € B} (o,desde luego, ANB={x€ B|x€ A}).

En la figura 1.2 se representan las operaciones de unidn e interseccién de conjuntos
mediante regiones sombreadas en un diagrama de Venn.
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A B A B

AUB ANB

Figura 1.2. Unidn e interseccién de dos conjuntos A y B representada
por el area sombreada.

Ejemplo 1.5. Sean A = {1,2,3,4,5,6} y B={5,6,7,8,9}. Tenemos
AUuB=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9} y AN B=/{5,6}. <

Es claro que la unién resulta en un conjunto mayor que cualquiera de los conjuntos
que la forman. Para ser mis precisos, es claro que

ACAUB (1.4)

para cualesquiera que sean los conjuntos A y B. La igualdad A = A U B se da, por
supuesto, cuando B C A, pues en ese caso B no contribuye con ningiin elemento
adicional a la unién. En particular, A U A = A. Por su parte, la intersecciéon de dos
conjuntos resulta en un conjunto menor que cualquiera de ellos, en el sentido de que

ANBCA (1.5)

para cualesquiera que sean los conjuntos A y B. En esta caso laigualdad A = An B
se da con la inclusidn inversa a la que se necesita para la unidn, es decir, con A C B.
Similar a como ocurre para la unidn, tenemos el caso particular AN A = A.

Recogemos éstas y otras propiedades elementales de la union y la interseccidn en la
proposicion siguiente.

Proposicion 1.6. La unién y la interseccion de conjuntos verifican las propiedades
siguientes:

(@) El conjunto vacio es neutro respecto de la union y absorbente respecto de la
interseccion. Esto es, para cualquier conjunto A,

AUQG=A y ANQ®=0

(b) SiU es un conjuntoy A C U, entonces

AUU=A y AnU=A.

(¢) Leyes de idempotencia: para todo conjunto A,

AUA=A y AnA=A



1.3. OPERACIONES DE CONJUNTOS 11

(d) Leyes asociativas: para cualesquiera conjuntos A, By C,

(AUB)UC=AUBUC) vy (AnNB)NnC=An(BnC().

(e) Leyes conmutativas: para cualesquiera conjuntos Ay B,

AUB=BUA y AnB=BnA.

(f) Leyes distributivas: para cualesquiera conjuntos A, By C,

AUBNC)=(AUB)N(AUC) y ANn(BUC)=(ANBUMANCQC).

Demostracion: Demostraremos unicamente la distributividad de la unién sobre la
interseccion enunciada en (f) y dejaremos el resto como ejercicio al lector. Para establecer
que

AUBNC)=(AUB)N(AUCQC), (1.6)

es necesario demostrar que todo elemento del miembro izquierdo lo es también del
derecho y que, reciprocamente, todo elemento del miembro derecho lo es del izquierdo.
Supongamos pues que x € AU (BN C). Sesiguede estoque x € Aox € BnC.
Si ocurre lo primero, es decir, si x € A, entonces x € AU By x € AU C, luego
x € (AU B)N (A U C). Pero esto mismo es cierto si ocurre que x € B N C, pues en ese
casox € By x € C,y asi de nuevo x € (AU B) N (A U C). Esto prueba la inclusién

AUBNC)C(AUB)N(AUCQC),

pero como es evidente que todos los pasos que nos llevaron a esta conclusién son
invertibles, resulta que también (A U B)N (AU C) C AU (B N C), luego queda
demostrada la igualdad (1.6). u

Si A'y B son dos conjuntos, se define la diferencia de A y B (en ese orden) como el
conjunto formado por todos los elementos de A que no estdn en B (véase la figura 1.3).
A este conjunto lo representaremos por A \ B. Asi pues,

A\B={x|x€eAyx¢& B}.

Ejemplo 1.7. Si A ={1,2,3,4,5,6}y B={5,6,7,8,9}, entonces
A\ B=1{1,2,3,4} y B\ A=1{7,8,9}. <

Ejemplo 1.8. Demostrarque A\ B =@ siy sélosi A C B. <

Cuando B es un subconjunto de A, la diferencia A \ B se dice también complemento
de Ben A (véase la figura 1.4).

En ocasiones es comodo convenir en que todos los conjuntos considerados en un
contexto dado estan incluidos en cierto conjunto U al que nos referimos como conjunto
universo. Desde luego, diferentes contextos tendran diferentes conjuntos universos y
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A\ B

Figura 1.3. Diferencia de dos conjuntos A y B representada por el drea
sombreada.

A

Figura 1.4. Complemento A \ B del conjunto B en el conjunto A.

en ocasiones no es relevante aclarar cual es el conjunto universo especifico que se esta
considerando. Una de las ventajas de suponer que contamos con un conjunto universo es
que podemos simplificar algunas notaciones. Por ejemplo, usaremos la notaciéon A para
representar al complemento de A en su conjunto universo, como lo ilustra el diagrama
de Venn siguiente:

» Ejercicio 1.9. Demostrarque A\ B= AU B.

La proposicidn siguiente nos habla de una relacién importante que involucra las tres
operaciones de conjuntos que hemos introducido.

Proposicion 1.10 (Leyes de De Morgan). Para cualesquiera conjuntos A, By C,
(@ A\(BUC)=(A\B)n(A\ O).
(b) AN(BNC)=(A\B)U(A\O).
En particular,
(c) AUB=ANB.
(d ANB=AUB.

Demostracion: Demostraremos (a) y dejaremos el resto como ejercicio para el lector.
Seax € A\ (BUC).Entonces x € Ay x ¢ (B U C). De la tltima relacion se deduce
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U

|

Figura 1.5. Complemento de un conjunto A en su conjunto universo

que x € By x ¢ C, asi que, como x € A,tenemos x € A\ By x € A\ C, luego
x € (A\ B)n(A\ C). Esto prueba que

A\(BUC)C(A\B)n(4\C).

Invirtiendo el argumento se demuestra la inclusién inversa, lo que establece la igualdad
deseada. u

C
A+ B

A+B+C

Figura 1.6. Diferencia simétrica de dos y de tres conjuntos.

Otra operacién con conjuntos que nos va a interesar es la diferencia simétrica. Si
A'y B son dos conjuntos, la diferencia simétrica de A y B es el conjunto

A+B=(A\B)U(B\ A).

La figura 1.6 nos permite apreciar ficilmente que A+ B = (AU B) \ (AN B). Demostrar
este hecho formalmente se deja como ejercicio al lector.

Vamos ahora a generalizar las operaciones de unidn e interseccion para que éstas
apliquen a una coleccidn arbitraria de conjuntos. Si € es una coleccién de conjuntos,
definimos la unién de los conjuntos de €, representada por | J €, como el conjunto

U@:{x|xeAparaalg1’1nAeC’},

o seaque x € |JC siy solo si x es un elemento de al menos uno de los conjuntos
contenidos en C. Por su parte, la interseccién de los conjuntos de C, representada por
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() C, es el conjunto
ﬂé’: {x|x € Aparatodo A € C},

es decir, x € (] € siy s6lo si x es un elemento de cada uno de los conjuntos contenidos
enC.

Ejemplo 1.11. Si Ay B son conjuntos, entonces esta claro que la unién de los conjuntos
de la coleccién { A, B} se reducen a las operaciones ya conocidas,

Jia.By=4auB y [){AB}=4AnB <

Ejemplo 1.12. Para cada ntimero natural n, definamos el conjunto 7, = {0, ..., n}, de
tal modo que, por ejemplo,

102{0}7 112{091}9 122{0,1,2}’ 13:{0s17293}7~~~

Entonces

Ut 1nenNy=1{0.1,2.3, ..} =N,
pues todo niimero natural k est4 en al menos un I, (concretamente, k € I, y mas en
general, k € I, sin > k). Por otra parte,

({1, 1ne N} = {0},

pues 0 € I, para todo n y no hay otro niimero natural que cumpla esto, pues k & I, si
k > n. <

Ejemplo 1.13. Sea A un conjunto cualquiera y sea € el conjuntos de todos los subcon-
juntos de A, es decir, el conjunto potencia P (A). Entonces | JC=Ay([(C=@. <

Proposicion 1.14. Sea C una coleccién no vacia de conjuntos 'y S un conjunto cual-
quiera. Se verifican las leyes distributivas

snlJa=Jsna y su()a=[)sua.

AeC AeC AeC AeC
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CaprituLro III

[.0os NUMEROS ENTEROS

3.1 NUMEROS ENTEROS

Teorema 3.1 (Algoritmo de la division). Para cualesquiera enteros x 'y y con 'y > 0,
existen enteros tinicos q y r tales que

xX=qy+r con0<r<yx=qy+r con0<r<y.

Demostracion: Consideremos el conjunto S = {x — ky > 0 | k € Z}. Este conjunto
es no vacio, pues por ejemplo x — ky > 0 para k = — |x|, asi que el principio de buen
ordenamiento de N nos dice que .S C N tiene un minimo, digamos r = x — qy. Entonces
x =qy—rcon( <r < y,puessino fuese asi tendrifamos 0 <r—y=(x—qy) —y =
x —(g+ D)y y por tanto r — y € .S, en contradiccion con la eleccion de r como el minimo
de S.

Para demostrar la unicidad de q y r, supongamos que ¢’ y ’r son enteros que cumplen
lo mismo. Entonces ¢’y + r' = qy + r y por tanto (¢’ — q)y = r — r'. Pesto que y > 0,
esto implica que |¢' — ¢q| y = |r — ¥’|, de donde se sigue que |¢' — ¢| = 0, pues de otro
modo |r — 1’| seria mayor que y, lo que no puede ser por que 0 < r,r’ < y. Concluimos
entonces que ¢’ = ¢, y de aqui que ' = r. Esto demuestra que ¢ y r son los tnicos
enteros con las propiedades indicadas en el teorema. u

Definicion 3.2. A los elementos g y r del teorema anterior los llamamos cociente y
residuo de la division de x por y, respectivamente.

Ejemplo 3.3. Consideremos los enteros 26 y 7. Tenemos que
26=3-7+5

con 5 < 7, asi que el cociente y el residuo de dividir 26 por 7 son 3 y 5, respectivamente.
Por otra parte, el cociente y el residuo de dividir 7 por 26 son 0 'y 7, pues

7=0-264+7

con 7 < 26. En general, es claro que si 0 < x < y, entonces el cociente y el residuo de
dividir x por y son 0y x. ;Qué podemos decir del caso en que x < 0 < y? <

17



18 Carituro III. Los NOUMEROS ENTEROS

Observemos que si r es el residuo de dividir x por y, entonces el algoritmo de la
division nos dice que
re{l,2,3,...,y—1}.

Ejemplo 3.4. Todo cuadrado perfecto deja residuo de 0 o 1 al ser dividido entre 4. En
efecto, pues sin € Z entonces n = g -2+ r con r = {0, 1}, y por tanto

n?=4q> +4qr+r=4q* +qr)+r?
conr?=00r2=1, luego r? < 4 es el residuo de dividir n? entre 4. <

Vamos ahora a extender el teorema 3.1 para incorporar el caso y < 0.

Corolario 3.5. Para cualesquiera entero x y 'y con 'y # 0, existen enteros inicos qy r
tales que
xX=qy+r con0<r<l|y.

Demostracion: Lo sabemos para y > 0. Supongamos entonces que y < 0, de manera
que —y > 0. Por el teorema 3.1, existen enteros Gnicos g y r tales que x = g(—y) +r
con 0 <r < (—y) = |y|, luego ¢ = —g y r son los nimeros buscados. u

Vamos a introducir una notacién que resulta conveniente para expresar los cocientes
de las divisiones de enteros. Si a es un nimero real cualquiera, la expresion | | representa
al mayor de los enteros menores que a. Por ejemplo,

|4.6] = 4, [\/§J=1, lz] =3,  [-23] = -3.

El tltimo de estos ejemplos nos muestra que |« nos da la parte entera de a inicamente
cuando a > 0. Por otra parte, si @ mismo es entero entonces obviamente |a| = a.

Similarmente, tenemos la notacién [a], que representa al menor de los enteros
mayores que a. Asi,

[4.6] = 5, [\E] =2, [x]=4  [-23]=-2.

De nuevo, es claro que si a es entero entonces [a] = a. Por otra parte, en general se
cumple que
[-af=—Tal 'y [-a]l=-]a].
Proposicion 3.6. Si x y y # 0 son enteros cualesquiera, entonces el cociente de dividir
X poryes l’—y‘J siy>0yes [ﬂ siy<0.
Demostracion: Si gy r son el cociente y el residuo de dividir x por y > 0, entonces
X

r r
-=q+ -, con0< -<1,
y Yy y

luego g = |g + r/y] = |x/y]. Siy < 0y g es el cociente de dividir x por —y, entonces
q = —q es el residuo de dividir x por y, de modo que g = — |—x/y| = [x/y]. L
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Ejemplo 3.7.

e Fl cociente de dividir 26 por 7 es [27—6J = [3.714285J = 3y el residuo es
26-3-7=5.

e FEl cociente de dividir 26 por —7 es [3—67] = [—3.714285] = -3,y el residuo es
de nuevo r =26 — (—3)(-7) = 5.

e El cociente de dividir —26 entre 7 es [—27—6J = —4, con residuo r = —26 —
(=4 (7) =2.

e El cociente de dividir —26 por —7 es [__—276] =4, conresiduo r = —26—4(-7) = 2.
<

Definicion 3.8. Si x y y son dos enteros, decimos que x divide a y, en simbolos

x|y,

si existe un entero g tal que y = gx. Otra forma de indicar que x divide a y es decir que
x es un factor (o divisor) de y, o también que y es un miltiplo de x.

Otros hechos elementales sobre la divisibilidad de enteros se enuncian en la proposi-
cién siguiente.

Proposicion 3.9. Si x,y,x’,y’ € Z, se verifican las afirmaciones siguientes:

@) six|yyx' |y, entonces xx' | yy';

(b) si k # 0, entonces x | y siy sélo si kx | ky.

(©) six|yyy#0, entonces |x| < |y|.

d) x|yyy|xsiysolosix=+)y.
Demostracion: Demostraremos (4) y dejaremos el resto como ejercicio al lector. Si
X = +yentonces y = +x y por lo tanto x | yy y | x. Reciprocamente, si x | yy y | x,

entonces x, y # 0y por lo tanto |x| < |y| y |¥| < |x| de acuerdo con el apartado (3), o
sea que |x| = |y|, luego x = +y. u

Definicion 3.10. Si x y y son dos enteros no nulos, el maximo coman divisor de
éstos es el mayor de los enteros que dividen tanto a x como a y. A dicho nimero lo
representaremos por mcd (x, y). Cuando med (x, y) = 1, se dice que x y y son primos
relativos.

El siguiente teorema describe un procedimiento eficiente de calcular el maximo
comun divisor.
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Teorema 3.11 (Algoritmo de Euclides). Sean x y y enteros no nulos y sean (ry); ¥
(q1)x las sucesiones de residuos y de cocientes, respectivamente, definidas por las
relaciones recursivas siguientes:

xX=qy+rq, 0<r <y,
Y=gy + 1o, 0<r<ry,
rk_2=qkrk_1+rk, OSrk<rk_10rk=0.

Entonces mcd (x, y) = r,, con m el menor nitmero natural tal que r, . = 0.

Demostracion: Puesto que mcd (x, y) = mcd (+x, +y), basta enfocarnos inicamente
en el caso x,y > 0. Por el algoritmo de la division, las sucesiones (q;); ¥ ()«
definidas de esta manera existen. Puesto que r,_; > r, o r;, = 0, la sucesion de residuos
es mondtona decreciente, o sea que r, = 0 para cierto entero k, por lo que existe el
menor entero positivo m tal que r,,,; = 0, es decir,

xX=qy+ry, 0<r <y,

y:q2r1+r2, 0Sr2<l”1,

r1=q3r2+r3, OSr3<r2,
2 = GuFm—1 t 'y Osrm<rm—l
Fm—1 = dm+1"m> I'm+1 =0.

Observamos que r,,, el menor de los términos no nulos de (r;),, divide a r,,_;, luego
también divide a r,,_,, y continuando de esta manera concluimos que r,, es un divisor
comun de x y y. Si d = max(x, y), entonces r,, < d, pero las ecuaciones de arriba
muestran que d divide a r{, luego también a r,, y asi sucesivamente hasta encontrar
que divide a r,,, asi que d < r,,. Concluimos entonces que r = d, como lo afirma el
teorema. u

Ejemplo 3.12. Encontraremos mcd (2352, 350). Para dicho par de nimeros, el algorit-
mos de Euclides se desarrolla asi:

2352 = 6(350) + 252
350 = 1(252) + 98
252 = 2(98) + 56

98 = 1(56) + 42
56 = 1(42) + 14
42 = 3(14).

Por lo tanto, med (2352, 350) = 14. <

El teorema siguiente establece una caracterizacion importante del maximo comin
divisor.
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Teorema 3.13 (Identidad de Bézout). Para cualesquiera enteros no nulos x y y existen
enteros s y t tales que sx +ty = mcd (x, y). Con mds detalle, mcd (x, y) es el menor de
los enteros positivos de la forma sx + ty con s,t € Z.

Demostracion: Sea S = {kx +ly | k,l € Z,kx + ly > 0}. Este conjunto es no
vacfo, pues, por ejemplo, xx + yy = x> + y*> > 0. Por lo tanto, el principio de buen
ordenamiento de N nos dice que .S tienen un minimo, sigamos d = sx + ty. Vamos a
comprobar que d = mcd (x, ). Por el algoritmo de la division, x = gd +rcon0 < r < d.
Puesto que

r=x—qd=x—q(sx+1ty)=x—qgsx—qty =1 — gs)x + (—qt)y,

no puede ser r > 0, pues de otro modo r estaria en .S, en contradiccion con la minimalidad
de d en S. Por lo tanto, debemos tener r = 0, asi que d divide a x. De manera similar se
comprueba que d | r, por lo que d es un divisor comdn de x y y. Si d’ es otro divisor
comin de x y y, existen a, b € Z tales que d = sx +ty = sad’ +tbd’, lo que muestra
que d’ divide a d y por tanto d’ < d, asi que d es el maximo comiin divisor de x y y.B

Definicion 3.14. Si x,, ..., x,, son enteros, a los enteros de la forma
S1X1 + .- SpXp,
con sy,...,S, € Z, los llamamos combinaciones lineales de x, ..., x,,.

Proposicion 3.15. Si x € Z divide a cada uno de los enteros yy, ..., y,, entonces x
divide a toda combinacion lineal de éstos.

La proposicion anterior, cuya demostracion es inmediata y se deja como ejercicio al
lector, nos dice en particular que toda combinacion lineal de x y y es un multiplo de
su maximo comun divisor. Por otra parte, de la identidad de Bézout se deduce que,
reciprocamente, todo multiplo de med (x, y) es una combinacidn lineal de x y y.

Corolario 3.16. Si x y y son enteros no nulos, la ecuacion sx + ty = n tiene soluciones
enteras sy t si'y solo si n es un multiplo de mcd (x, y). En particular, sx +ty = n siempre
tiene soluciones cuando x y y son primos relativos.

Ejemplo 3.17. Encontraremos las soluciones enteras a la ecuacion 280s + 231¢ = 21.
Aplicando el algoritmo de Euclides, obtenemos

280 = 1(231) + 49,

231 = 4(49) + 35,
49 = 1(35) + 14,
35 =2(14) + 7,
14 = 2(7),

o sea que mcd (280,231) = 7. Puesto que 7 divide a 21, la ecuacién planteada si tiene
soluciones enteras por el corolario 3.16. Resolviendo para cada residuo en las ecuaciones
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de arriba y sustituyendo de abajo hacia arriba, obtenemos

7=35-2(14)
= [231 — 4(49)] — 2[49 — (231 — 4(49))]
=3(231) — 14(49)
= 3(231) — 14(280 — 231)
= —14(280) + 17(231).

Por lo tanto, 21 = —42(280)+51(231), asi que las soluciones a la ecuacion del problema
sons=—42,t=>51. <

Ejemplo 3.18. Encontraremos enteros x y y tales que 91x + 221y = 1053. Mediante
el algoritmo de Euclides, obtenemos

221 =2(91) + 39,
91 =2(39) + 13,
39 =3(13),
por lo que med (91,221) = 13, el cual divide a 1053 y asi sabemos que la ecuacién

91x + 221y = 1053 si tiene soluciones enteras. Trabajando con este desarrollo del
algoritmo de Euclides de abajo hacia arriba, encontramos que

13 =91 -2(39)
=91 -2(221 -2091))
=5(91) — 2(221).
Multiplicando ambos miembros por 81, obtenemos
91(405) — 221(162) = 1053,
asi que las soluciones de la ecuacién son x =405y y = —162. <

Las soluciones encontradas con el procedimiento de los ejemplos anteriores no son
Unicas.
» Ejercicio 3.19. Encontrar enteros x # 405y y # —162 tales que 91x + 221y = 1053.

Solucion: Ya que contamos con las soluciones x = 405 y y = —162, podemos investigar valores
enteros a y b tales que
91(405 + a) + 221(—162 + b) = 1053.

Despejando a, observamos que dichos nimeros deben satisfacer b = —7a/17, luego basta elegir a
como cualquier multiplo de 17. Por ejemplo, para a = 17 tenemos b = —7, y en efecto

91(405 + 17) + 221(-162 — 7) = 91(422) + 221(-169) = 1053,

asique x = 422y y = —169 constituyen otro par de soluciones enteras a la ecuaciéon 91x+221y =
1053.
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Recordemos que dos enteros x y y se dicen primos relativos cuando no tienen mas
divisor comin que la unidad, o sea que mcd (x, y) = 1. La identidad de Bézout nos da
una forma alternativa de caracterizar esta situacion:

Corolario 3.20. Dos enteros x y y son primos relativos si y solo si existen enteros s y t
tales que sx +ty = 1.

Corolario 3.21. Para cualesquiera x,y € Z, d = mcd (x, y) si y solo si x/d y yld son
primos relativos.

Corolario 3.22. Sean a,x,y € Z. Si a | xy y med (a, x) = 1, entonces a | y.

Demostracion: Puesto que mcd (a,x) = 1, el corolario 3.20 nos dice que existen
s,t € Z tales que sa+tx = 1, 0 sea que y = say + txy, donde cada término es divisible
entre a, luego a | y. |

Definicion 3.23. Un entero p > 1 se dice primo si no tiene mas divisores positivos que
€l mismo y la unidad. Un entero positivo x > 1 que no es primo, y que por tanto es de la
forma abcon 1 < a,b < x, se dice que es compuesto.

Es inmediato que todo entero x > 1 tiene al menos un divisor primo. En efecto, pues
si x es primo, entonces éste es su propio divisor primo, y si es compuesto, entonces el
menor de los divisores p > 1 de x ha de ser primo, pues de lo contrario existirfaun d > 1
que divide a p y por tanto a x, lo que no puede ser pues d < p y hemos supuesto que
p es el menor de los divisores de x mayores a la unidad. Observemos que este divisor
primo verifica p < \/;, pues x =pyyl < p<y,asique p? < x.

El hecho siguiente se conocia desde la antigiiedad y aparece como la Proposicién 20
del Libro IX de los Elementos de Euclides.

Teorema 3.24 (Euclides). Existen infinitos niimeros primos.

Demostracion: Veamos una demostracion distinta a la que nos dejo Euclides. Sea f la
aplicacién en Z dada por f(x) = x(x + 1), y sea a cualquier entero mayor a la unidad.
Puesto que todo entero tiene al menos un divisor primo, y puesto que a y a + 1 son
siempre primos relativos, su producto f(a) = a(a + 1) tiene més divisores primos
distintos de los que tiene a. Por lo tanto, el niimero de factores primos de f"(a) (con
f"1a composicion de f consigo misma n veces) es estrictamente creciente respecto de
n € N, asi que hay infinitos nimeros primos. L

A la fecha en la que se escriben estas letras, el mayor nimero primo conocido es

282,589,933 -1

[l

consistente de 24, 862, 048 digitos y encontrado en diciembre de 2018.

Como observabamos més arriba, todo nimero entero x mayor a la unidad tiene al
menos un divisor primo. Se deduce entonces por induccién que x puede descomponerse
como un producto de nimeros primos. Esto incluye, por supuesto, el caso en que x es él
mismo un niimero primo, pues ahi lo que tenemos es un producto de primos con x como
su unico factor. Mas ain, podemos definir el producto vacio de enteros (un producto sin
ningtn factor) como la unidad, y asi afirmar que
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Proposicion 3.25. Todo entero positivo es un producto de niimeros primos.

Demostracion: Sea x un entero positivo, y razonemos por induccién sobre x. Si x = 1,
el teorema es cierto, pues se trata del producto vacio de primos. Supongamos el teorema
cierto para todos los enteros menores o iguales a x. Si x + 1 es primo, no hay nada mas
que decir. Si no lo es, entonces es un producto ab de enteros tales que a,b > 1, o sea
que a,b < x + 1y por lo tanto a, b < x, luego la hipétesis de induccién nos dice que a 'y
b son primos o producto de primos, por lo que x + 1 = ab es un producto de primos.®

Como el lector pudo haberlo supuesto ya, la factorizacidén de un entero positivo en
producto de nimeros primos es Unica salvo el orden de los factores, y la razén esencial
estd en la siguiente propiedad de los nimeros primos:

Proposicion 3.26 (Lema de Euclides). Si x y y son enteros y p es un niimero primo
tal que p | xy, entoncesp| xop|y.

Demostracion: Supongamos que p | xy y que p  x. Entonces mcd (p, x) = 1 pues p
es primo, asi que p | y por el corolario 3.22. u

Observemos que el reciproco del lema de Euclides también es cierto: si un entero p
satisface la propiedad enunciada en el lema para cualesquiera enteros x y y, entonces p
ha de ser un nimero primo. En efecto, pues si en tales condiciones tuviésemos p = xy
con x > 1, entonces p | x pero también x | p, o seaque x = py y = 1, y por lo tanto p
es primo.

Teorema 3.27 (Teorema Fundamental de la Artimética). Todo entero positivo x ad-
mite una factorizacion en un producto de niimeros primos. Ademds, esta factorizacion
es tinica salvo el orden de los factores.

Demostracion: Por la proposicién 3.25, x puede escribirse como un producto p; -+ p,

e n > 0 ndmeros primos. Supongamos que ¢; - g, €s otra factorizacién prima de x
den>0 p Supong que gy -+ g,, es otra fact prima d
de m factores. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que n > m. Demostraremos
por induccién sobre n que m = n 'y que ambas factorizaciones consisten de los mismos
factores. Para n = 0, x = 1 y la afirmacion es trivialmente cierta. Supongamos ahora
el teorema cierto para todo entero que sea producto de n > 1 primos. Si py - p,,; =
q +* q,, son factorizaciones primas de x, entonces el lema de Euclides nos dice que
Ppy1 divide a alguno de los primos ¢, ..., g,,, lo que slo puede ocurrir si p, | €s uno
de estos primos, digamos p,,; = ¢;. Dividiendo ambas factorizaciones de x entre este
nimero, tenemos que

P Pn =41 4i-19i41 " dm-1>

y por hipdétesis de induccién, ambos miembros consisten exactamente de los mismos
factores. Por lo tanto, p; -+ p,.1 Y 41 - g,,, son factorizaciones de x que difieren, cuando
mucho, en el orden de los factores. u

Se sigue entonces que todo entero x es de forma tnica un producto
k .
py epd, i=1,.,n,

de potencias de niimeros primos distintos. A esta forma de representar a x la llamamos
la factorizacion prima de x. Si admitimos factores p*i = 1 de exponentes nulos, la
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factorizacion deja de ser Unica, pues obviamente factores asi pueden insertarse arbitra-
riamente en la factorizacion. No obstante, la inclusién de estos factores permite que
en las factorizaciones primas de dos o més enteros intervengan los mismos nimeros
primos.

Proposicion 3.28. Si x = p]fl pﬁ" es una factorizacién prima de x, entonces los
divisores de x son precisamente los productos pll1 pf," tales que 0 < I; < k; para todo
i=1,...,n

Demostracion: Es claro que todo producto de esta forma es un divisor de x. Recipro-
camente, si d es un divisor de x, entonces x = dq para cierto g € Z. Considerando la
factorizacion prima de cada entero en esa igualdad, el lema de Euclides nos dice que
que los tnicos primos que pueden aparecer en la factorizacién prima de d son py, ..., p,,
y esto mismo aplica para g. Puesto que el exponente de p; en la factorizacion prima de x
es la suma de los exponentes (posiblemente nulos) que p; tiene en las factorizaciones
primas de d y g, concluimos que d = plll pﬁ,” conl; <k;paratodoi=1,...,n. ®

Insertando primos con exponentes nulos en caso de ser necesario, podemos hacer
que en las factorizaciones primas de dos enteros aparezcan los mismos nimeros primos.
Esto nos permite enunciar una caracterizacidn ttil del maximo comtin divisor de enteros.

s s . L ; k k
Proposicién 3.29. Si x,y > 0 son enteros con factorizaciones primas p;' -+ p," y
I | .
py' - pi', respectivamente, entonces

min(ky,lq) min(k,,,l,)
1 cee pn .

mcd (x,y) = p

. in(ky,/ in(k,/ .. .
Demostracion: Sea d = pllmn( vy p;,nm( ) Claramente d es un divisor comn de

xy y.Sid’ esotro divisor comiin de x y y, entonces, por la proposicién anterior, d’ es
de la forma ptl1 pi{’ cont; < k;,1;, porlo que d’ divide a d, lo que nos dice que d es el
maximo comiin divisor de x y y. L

Definicion 3.30. Si x y y son dos enteros positivos, el minimo comian miltiplo de x y
y es el menor de los enteros que son multiplos tanto de x como de y.

s s . .. k k / / .
Proposicién 3.31. Si x y y son enteros positivos y p;' -+ py" y p|' -+ p; son, respecti-
vamente, sus factorizaciones primas, entonces

max(k;, /) max(k,,l,)
mem(x,y) =p; o Veepy
La demostracién de la proposicién anterior se deja como ejercicio al lector.

Corolario 3.32. Los miltiplos comunes de dos enteros no nulos x 'y y son los maltiplos
de mcm (x, y).

De las proposiciones 3.29 y 3.31 se de duce la siguiente relacion entre el maximo
comun divisor y el minimo comtn multiplo.
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Proposicion 3.33. Para cualesquiera enteros positivos X y y,

xy=mcd(x,y) -mcm(x,y).

Demostracion: El resultado se sigue de las proposiciones 3.29y3.31 yde que k + 1/ =
min(k, ) + max(k, ). u

En particular, tenemos que mcd (x, y) = 1 si y s6lo si mem (x, y) = xy. De esto se
deducen hechos como el siguiente:

Proposicion 3.34. Si x,y,n € Z con mcd (x,y) = 1, entonces x | ny y | nsiy sélo si
xy | n.

Demostracion: La suficiencia es evidente. Para el reciproco se sigue de que xy =
mcm (x, y), y como z es un multiplo comiin de x y y, éste ha de ser divisible entre xy
por el corolario 3.32. u

Definicion 3.35. Sea n un entero positivo. Decimos que dos enteros x y y son con-
gruentes modulo n si x y y dejan el mismo residuo al ser divididos por . Para indicar
esto, escribimos

x = y(mdbdn).

La definicion anterior motiva el uso de la notacién x méd » para referirnos al residuo
que deja x al ser divido por n. Asi, tenemos que

x = y(mébd n) siy sélo si xmédn = yméd n.
El hecho siguiente es inmediato.

Proposicion 3.36. La relacion de congruencia médulo un entero positivo n es de equi-
valencia.

Ejemplo 3.37. Tenemos que 15méd 12 = 3 y que 39mdd 12 = 3, o sea que 15
39 (méd 12).

Al

La proposicién siguiente nos da una caracterizacion alternativa de la relaciéon de
congruencia.

Proposicion 3.38. Sea n un entero positivo. Dos enteros x y y son congruentes modulo
n si 'y solo si su diferencia es divisible entre n.

Demostracion: Sean x = y(mddn). Entonces x = gn+ryy = ¢'n+ r, asi que
x—y=(q—q")nyporlotanto n | (x — y). Reciprocamente, sea x — y divisible entre n.
Sean ¢, q’, r, r' los enteros tales que x = gn+ryy =¢q’ con0 < r,r’ < n. Supongamos,
sin pérdida de generalidad, que r < r’. Puesto que

x—y=(@—-q)n+@Fr-r"), 0<r—r' <r<n,
y=@-gq

las diferencias ¢ — ¢’ y r — ¥’ han de ser el cociente y el residuo de dividir x — y entre n,
respectivamente. Pero como n | (x — y), tenemos r — ' = 0, luego r = ¥’ y por lo tanto
x = y(mdd n). u



3.1. NUMEROS ENTEROS 27

Proposicion 3.39. Si x = x’ (mdd n) y y = y’ (mdd n), entonces
(@ x+y=x"+y (mddn);
(b) xy = x'y’ (méd n).
(¢) x* = x'k (méd n) para todo entero k > 0.
Demostracion: Sean x = x’ (médn)y y =y’ (mdd n), o seaque x —x’ y y — y' son
divisibles entre n. (1) Puesto que
G+ - +y)=Ex=-xH+ -,

la diferencia del miembro izquierdo es divisible entre n y por lo tanto x + y = x’ +
y' (méd n).
(2) Tenemos

xy—x'y =xy—xy +xy —x'y =x(y-y)+y'(x—-x),
lo que muestra que xy — x’y’ ha de ser divisible entre n, y asi xy = x’y’ (mdd n).

(3) Se deduce de (2) y el principio de induccién matematica. u

Como caso particular de la proposicién anterior, tenemos que si x = y(méd n),
entonces a + x = y + a(mdd n) y ax = ay (mdd n) para cualquier entero a € Z.

» Ejercicio 3.40. ;Cual es el tltimo digito de 8569451217263572969
Solucioén: El dltimo digito de dicho nimero es el residuo que éste deja al ser divido entre 10,

r = 8569451217%63572%6 m¢d 10.

Es facil ver que, en general, x” mdd 10 = d” mdd 10, donde d es el ultimo digito de x" (leyendo
de izquierda a derecha), es decir, el digito de las unidades de x. Por lo tanto, nosotros tenemos que

F = 77935729 (m6d 10) .

Observemos que 74 = 2401 = 1 (méd 10) y que 26357296 = 4(6589324), de manera que, por la
proposicién 3.39,
d = 72635729 m6d 10
— 74(6589324) 24 10)
— 16589324 1064 10
= 1mdd 10
=1.

Asi pues, el tltimo digito de 8569451217763572% ¢g 1.

La proposicién siguiente es una formulacién del corolario 3.20 en términos de
congruencias:

Proposicion 3.41. La congruencia ax = 1 (méd n) tiene solucion x siy sélo siay n
son primos relativos.
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Demostracion: ax = 1 (mdd n) si y sélo si existe un entero k tal que ax — 1 = kn, o
sea, tal que ax + (—kn) = 1, asi que la proposicion se sigue del corolario 3.20. u

Si x es tal que ax = 1 (mdd n), decimos que x es el “reciproco”, o “inverso”, de a
mddulo n, y podemos expresar la afirmacién de la proposicién anterior diciendo que un
entero a tiene “reciprocos” médulo n, o que es “invertible” médulo #, si'y sélo si a es
primo relativo de n.

Pasemos ahora a un resultado de suma importancia en la teoria de nimeros y sus
aplicaciones.

Teorema 3.42 (Teorema Chino del Residuo). Si n(, ..., n; son niimeros enteros pri-
mos relativos dos a dos 'y ay, ... , a; son enteros cualesquiera, entones existe un solucion
x al sistema de congruencias

=
Il

ag (méd nl),

X

a; (médny).

Mads aiin, X' es otra solucién al sistema si y sélo si x' = x (m6éd N), donde N = H:’zl n;.
Demostracion: Sea N = H:’zl n; y definamos N; = N/n;. Que los enteros n; son
todos primos relativos dos a dos significa que mcd (ni, nj) = 1 cuando i # j, lo que
implica med (n,-, N,-) = 1, luego existe un s; tal que s;N; = 1 (mdd n;). Por otra parte,
n; | Njcuando i # j, o sea que s; N; = 0(m6d ;). Con esto tenemos que, para todo
j=1..,k,

k k
x= Z(siN,-)ai médn; = Z((s,—Ni)a,- modn;) = a;médn;.
i=1 i=1

Asi, x es una solucidn al sistema de congruencias planteado.

Puesto que los enteros n; son primos relativos dos a dos, la generalizacion de la
proposicion 3.34 a k factores nos dice que n; | (x —a;) siy s6losi N | (x — a;) para
todoi =1, ..., k. En otras palabras, x = a; (m6d ;) siy s6lo si x = a(méd N), asi que
x' es una solucién al sistema de congruencias si y sélo si x’ = x = g; (méd N). L

Pasemos ahora a estudiar congruencias de potencias primas de enteros. Necesitare-
mos los hechos siguientes.

Proposicion 3.43. Si p es un niimero primo, entonces p | (ﬁ) para 0 < k < p.

v i
Demostracion: Tenemos que () = %, 0 sea,

v (P
pl=kl(p k)!<k>.

Vemos entonces que p divide al miembro derecho, pero como los factores de k!(p — k)!
son todos menores que p, debemos concluir que p divide a (i) u
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Mas en general, tenemos que

o o, . , . .. i
Proposicion 3.44. Si p es un niimero primo y n un entero positivo, entonces p | (’;C)
para 0 < k < p".

Demostracion: Observemos primero lo siguiente: si p” | ab pero p” } a, entonces p | b,
pues en ese caso a es de la forma a = p™x con 0 < m < ny por tanto p"~" | (a/p™)b, y
como p divide a p"~™ pero no divide a a, debe ser p | a. De esta manera, como

n
P = (’; >k!<p" — i,

tenemos que p” divide al miembro derecho pero no a k!(p" — k)! por que consiste de
factores menores que p” al ser 0 < k < p", asi que p debe dividir a(’;( ) u

Teorema 3.45. Si p es primo y x, y enteros cualesquiera, entonces
(x+y)7" = x" +y" (m6d p)
para cualquier entero n > 0. En particular,

(x+ y)P = xP + y? (mdd p) .

Demostracion: Por el teorema binomial,
n 1
x+yP =x" + <p1 >x1’"'1y+ (pz )x""‘zy2 + oy
y por la proposicion anterior p divide a cada término entre x”" y y?", o sea que el residuo
de dividir (x + y)?" entre p es x”" + y*". n
Teorema 3.46. Si x es entero y p es un ntimero primo, entonces
x”" = x (méd p)

para todo entero n > Q.

Demostracion: Por la proposicion 3.39, basta probarlo por induccién sobre x > 0, el
caso base x = 0 siendo obvio. Supongamos la congruencia cierta para un entero x > 0.
Entonces x”" + 1 = x + 1 (méd p), pero " +1=(x+ 1D por la proposicién anterior.®

Corolario 3.47 (Pequeiio Teorema de Fermat). Si x es entero y p es primo, entonces

x? = x (mbd p).
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CariTuLo IV

TEORIA DE GRUPOS

4.1 OPERACIONES BINARIAS; SEMIGRUPOS Y MONOIDES

Definicion 4.1. Una operacion binaria (o simplemente operacion) en un conjunto X
es una aplicacion * : X X X — X que envia a cada par (x, y) de elementos de X a otro
elemento de X representado por x * y.

Observemos que, como una operacion binaria en X es una aplicacion de dominio
X X X, ésta debe estar definida para todo (x, y) € X X X. Asi, por ejemplo, mientras
que la suma (x, y) — x + y y la multiplicacién (x, y) — xy ordinarias en los conjuntos
numéricos elementales (N, Z, Q, R y C) son operaciones binarias, la resta lo es en todos
estos conjuntos excepto N, pues x — y no es un nimero natural para todos los casos en
que x y y lo sean. Una situacion similar la encontramos con la divisién ordinaria, que
no es una operacion binaria en ninguno de los conjuntos numéricos anteriores (por no
estar definida la division entre cero), aunque si lo es, por ejemplo, en Q* = Q \ {0}.

Para simplificar la notacién, por lo regular emplearemos los simbolos + y - para
representar operaciones binarias aunque no se traten de la suma o de la multiplicacién
de siempre. Del uso de uno u otro simbolo se desprenden las dos notaciones que se
describen a continuacién:

La notacion aditiva. En esta notacién una operacién en un conjunto X se representa
por + y se llama suma a la imagen x + y de (x,y) € X X X por +. En x + y,
decimos que x y y son los términos de la suma.

La notacion multiplicativa. En esta notacion una operacion en un conjunto X se de-
nota por - y a la imagen de (x, y) se le representa por x - y o simplemente por xy,
y se denomina producto de x y y (en ese orden), los cuales a su vez se dicen los
factores del producto.

El lector debe acostumbrarse a leer ambas notaciones sin atribuirle a las operaciones,
por mera familiaridad con los simbolos y términos utilizados, propiedades que no
hayan sido probadas o asumidas de forma explicita, pues aqui trataremos con varias
operaciones que, si bien las llamaremos sumas o productos, s6lo desde un punto de
vista suficientemente abstracto se asemejan a las operaciones elementales a las que
estos términos suelen hacer referencia. De hecho, en lo sucesivo nos vamos a adherir
principalmente a la notacién multiplicativa para seguir introduciendo algunos conceptos
y resultados en torno a las operaciones binarias en general.

33
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Al trabajar con una operacién binaria - en un conjunto X, debemos tomar en cuenta
que las expresiones como
Xyz,

donde x, y, z € X, no estan definidas de antemano, ya que, como el nombre lo indica,
la operacién binaria s6lo puede actuar sobre dos elementos de X, de manera que la
expresion anterior sélo puede entenderse tras indicar la forma en que ha de calcularse el
resultado operando Ginicamente con dos factores a la vez. La forma usual de hacer esto
es, desde luego, insertando paréntesis y acordar que (xy)z hacer referencia al resultado
de calcular primero xy y después multiplicar lo obtenido por z, mientras que x(yz)
representa el producto de x por el resultado de calcular yz. Por supuesto, una operacion
es mucho méas amena si ambos procesos nos llevan al mismo resultado para cualesquiera
que sean los elementos x, y,z € X.

Definicion 4.2. Una operacién binaria - en un conjunto X es asociativa si para cuales-
quiera x, y, z € X, tenemos

x(yz) = (xy)z.

Definicion 4.3. Un semigrupo es un par (G, -) con G un conjuntono vacioy - : GXG —
G una operacion asociativa en G.

Por lo regular hablaremos de un semigrupo G para referirnos al semigrupo (G, -)
cuando no haya posibilidad de confusién sobre cual es la operacidn del semigrupo.

La suma y la multiplicacién en R (o en cualquier otro de los conjuntos numéricos
elementales) son ejemplos inmediatos de operaciones asociativas, por lo que (R, +) y
(R, -) son ambos semigrupos, mientras que la resta y la division (en R y en R \ {0},
respectivamente) son ejemplos elementales de operaciones no asociativas. Por ejemplo,
tenemos que

5-2-1)=4 y 6-2)-1=2.

Cuando tratamos con una operacién asociativa, los productos de tres elementos ya
no resultan ambiguos, pues da igual si pensamos en xyz como x(yz) o como (xy)z, y
por tanto podemos prescindir de los paréntesis. Un razonamiento inductivo nos dice
que esto mismo ocurre para el caso de productos con cualquier nimero de factores.
Para probar esto con formalidad, vamos a convenir que, de inicio, la forma correcta de
efectuar la multiplicacion de varios factores es calculando de izquierda a derecha, como
se precisa a continuacion.

Definicion 4.4. Sea - una operacién binaria en un conjunto X, » un entero positivo y
X{,...,x, clementos de X. El producto de x1, ..., x, (en ese orden) se representa por
Hf_l X; = xq -+ X,, y se define inductivamente por la férmula

ﬁ X sin=1;
Xp =Xy Xy = .
Pl (g x,_1)x, sin>1.

En la notacién aditiva, la operacidn sobre los elementos x4, ..., x,, se denota por x; +
n
o dx,0por Y X
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Nota: Cuando una operacion se lee como lo especifica la definicidn anterior, decimos que ésta
es asociativa por la izquierda, pues en tal caso un producto se calcula agrupando factores desde
la izquierda. Por ejemplo,
X1 Xpx3%4%5 = (((x]%,)X3)x4)X5.

La asociatividad por la izquierda constituye la forma convencional de hacer célculos con las
operaciones matematicas elementales, y es asi como las calculadoras numéricas evalidan (o
deberian evaluar) operaciones con mas de dos factores o términos. Esta cuestion debe tenerse
presente para entender resultados con operaciones que no son asociativas si decidimos omitir
paréntesis. Por ejemplo, de acuerdo con esta convencion tenemos que

5-3-1=(5-3)-1=1.

Probaremos pues que, cuando una operacion es asociativa, podemos insertar parén-
tesis de manera arbitraria en productos de cualquier nimero de factores sin cambiar el
resultado.

Teorema 4.5 (Ley asociativa general). Si G es un semigrupoy x4, ..., x, elementos
de G con n > 1, entonces, para cualesquiera enteros ry s tales que r + s = n, tenemos

n r N
[Tx= (1T ) (%
i=1 i=1 i=1

Demostracion: Por induccion sobre n = r+s. El caso base n = 2 es obvio. Supongamos
el teorema cierto para productos de n > 1 factores o menos. Si r + s = n + 1, entonces

r+s r+s—1

lei= |I Xi | Xrts
i=1

s—1
H X; H Xitr Xpts (por hip. de induccidn)
i i=1

S
Xi I Ixi+r . u

i=1 i=1

r s—1
( X H Xigr | Xrgs (por hip. de induccién)
i i=1

Definicion 4.6. Si X es un semigrupo, x € X y n un entero positivo, definimos
n
x" = H X.
i=1

., ., ag n
En la notacién aditiva, escribimos nx = Zi_l X.

Corolario 4.7 (Leyes de los exponentes). Para todo elemento x de un semigrupo G y
cualesquiera enteros positivos m'y n, se cumplen
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(a) xmxn — xm+n’.

(b) (x")" = x™".
Demostracion: (a) es un caso particular de la ley asociativa general (teorema 4.5). (b)

Se deduce de (a) y de una induccién sobre n, pues (x™)1 = (x™)"'x™ = x"™x" =
xmnt+m — xm(n+l) ]

Notemos que, en la notacién aditiva, las conclusiones del corolario anterior se
expresan asi:

nx +mx = (n+ m)x y n(mx) = (nm)x.

Hay otra propiedad que poseen algunas operaciones con la cual el lector esta sin
duda familiarizado:

Definicion 4.8. Una operacion - en un conjunto X se dice conmutativa si
Xy = yx

para cualesquiera x, y € X. Diremos que un semigrupo es conmutativo si su operacion
es conmutativa.

» Ejercicio 4.9. Sea * la operacién “promedio” en el conjunto de los nimeros racionales, o sea
que x x y = (x + y)/2 para cualesquiera x, y € Q. Demostrar que esta operacién es conmutativa
pero no asociativa.

Probaremos ahora que en un semigrupo conmutativo, similar a como ocurre con la
asociatividad (teorema 4.5), la conmutatividad puede extenderse a cualquier nimero de
factores.

Teorema 4.10 (Ley conmutativa general). Sea G un semigrupo conmutativo y supon-

gamos que Xy, ... ,x, son n > 1 elementos de X. Entonces
n n
H Xi = H Xoli)
i=1 i=1
para cualquier biyeccion o : {1,...,n} = {1,...,n}.

Demostracion: Por induccién sobre n. Para n = 1 el teorema se verifica trivialmente.
Supongamoslo cierto para todo entero menor o igual que cierto entero n'y sea j =
o~ !(n+ 1). Entonces

n+1 Jj=1 n+l—j
Hxa(i) = Hxa(i) *Xpt1 H Xo(j+i)
i=1 i=1 i=1

n+1-j

j-1
Hxﬁ(i) H Xo(j+i) | * Xn+1>

i=1 i=1
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donde la posibilidad de reordenar de los productos de la dltima igualdad se sigue de la
hipétesis de induccién. Sea y la biyeccién de {1, ..., n} en si mismo dada por

o(i) i<j

L

Entonces

n+l n+l—j

j-1
on(i> = wam H Xy(+i) | Xn+l
i=1 i=1 i=1

n
= Xy @) |~ Xn+l
i=1

n
Hxi * Xnt1
i=1
1

= X;.

i
i=1

=

Definicion 4.11. Sea X un conjunto y - una operacion binaria en X. Un elemento e € X
se dice una identidad (o elemento neutro) de X (respecto de la operacioén -) si para
todo x € X,

Xe = ex = X.

Existe un término para referirnos a los sistemas algebraicos en los que contamos
con una identidad:

Definicion 4.12. Un semigrupo es un monoide si cuenta con identidad respecto de su
operacion.

Es inmediato que un monoide G no puede tener mas de una identidad: si e y ¢’ son
identidades en G, entonces ¢’ = ¢’ - e = e, luego estamos hablando del mismo elemento.

Usaremos los simbolos 1 y 0 para representar a la identidad de un monoide segin
se esté utilizando la notacién multiplicativa o la aditiva, respectivamente. Ademas,
usaremos un subindice, como en “15;”, cuando resulte necesario aclarar el monoide al
que pertenece una identidad dada.

Ejemplo 4.13. El ejemplo mas elemental e inmediato de monoide es posiblemente
el conjunto N de los nlimeros naturales con su suma usual, para la cual el cero es la
identidad. Por supuesto, N es también un monoide multiplicativo con identidad 1, como
también lo es el conjunto N \ {0} = Z* de enteros positivos. <

Ejemplo 4.14. El conjunto {2n+ 1 | n € Z} de los enteros impares es un monoide
respecto de la multiplicacion ordinaria. <
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Ejemplo 4.15. El conjunto de las matrices cuadradas de n X n con componentes en R
forma un monoide respecto de la suma o la multiplicacién usual de matrices. <

Ejemplo 4.16. Si S es un conjunto cualquiera, el conjunto .S de todas las aplicaciones
de S en si mismo es un monoide respecto de la composicién de aplicaciones. Aqui
la identidad es la aplicacion identidad, idg : S — S dada por idg(x) = x para todo
x € S. <

Cuando G es un monoide, podemos extender la definicién de las potencias de
elementos de G (definicion 4.6) para incluir exponentes nulos, estableciendo que

=1
para todo x € G. Es inmediato que esta definicion es consistente con las leyes de los
exponentes (corolario 4.7).

4.2 GRUPOS

Definicién 4.17. Sea G un monoidey x € G.Siy € G estal que xy = yx = 1, entonces
decimos que y es un inverso de x.

Es facil verificar que si el inverso de un elemento dado existe, entonces es Unico: si
¥, ¥’ son inversos de x, entonces y' =y’ - 1 = y'(xy) = (3’ x)y =1 - y = y. El inverso
de x € G, si éste existe, se representa por x| en la notacién multiplicativa y por —x en
la notacion aditiva. Desde luego, tenemos que

(xH ! =x.

Definicion 4.18. Un grupo es un monoide G cuyos elementos son todos invertibles. Si
la operacién de G es ademas conmutativa, decimos que G es un grupo abeliano.

Puesto que nuestro principal interés son los grupos y no los semigrupos ni los
monoides, quiza sea conveniente desglosar lo que significa la definicién anterior, que
nos dice que el par (G, -) es un grupo si cumplen las propiedades siguientes:

(a) Para cualesquiera x, y, z € G, (xy)z = x(yz).

(b) Existe un elemento 1 € G, llamado identidad (o elemento neutro) de G, tal que
l-x=x-1=xparatodo x € G.

(c) Paratodo x € G existe un x~! € G, llamado inverso de x, tal que xx l=x1x=

1.

Como ya vimos, la identidad de un grupo (mas en general, de un monoide) es tnica,
como también lo es el inverso de cualquier elemento del grupo.

Por ejemplo, el conjunto N de los nlimeros naturales (que para nosotros incluye al
cero) es un monoide pero no un grupo respecto de la suma ordinaria de dichos ntimeros,
pues el Gnico elemento invertible es el cero (que es su propio inverso, como ocurre para
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la identidad de cualquier monoide). En contraste, el conjunto de los nimeros enteros
enteros Z si es un grupo abeliano respecto de la suma ordinaria de nimeros enteros, con
0 como la identidad del grupo y con —x el inverso de x € Z. Siempre que hablemos
del grupo Z, se entendera que nos referimos a Z con dicha estructura. Por otra parte,
observemos que, respecto de la multiplicacion, Z es un monoide pero no un grupo, pues
ningin entero distinto de la unidad tiene inverso multiplicativo.

Veamos algunos otros ejemplos de grupos.

Ejemplo 4.19. Desde luego, son también grupos respecto de la suma los conjuntos Q,
R y C. Respecto de la multiplicacion, son grupos los conjuntos Q*, R* y C*. También
son grupos multiplicativos los conjuntos formados por los elementos positivos de los
tres conjuntos anteriores. <

Ejemplo 4.20 (Enteros mddulo n). La relacién de congruencia médulo un entero n es
de equivalencia, y por tanto induce una particién de Z en clases de equivalencia, a las
que llamamos clases residuales modulo n. A la clase de un entero k la representamos
por [k], o sea que

[k]={x€ Z | x=k(mddn)}.

Al conjunto de todas las clases residuales mddulo » lo representamos por Z,,. Del
algoritmo de la division se deduce que Z,, consiste exactamente de las clases

[0]9 [1]’ [2]9 vy [n_ 1]9

todas ellas distintas entre si. Sobre este conjunto definimos la operacion de suma médulo
n por la férmula
[x]+ [yl = [x + ¥l

Puesto que esta operacidn se especifica en términos de representantes de las clases
residuales, es necesario verificar que esta bien definida comprobando que el resultado
de aplicar la férmula no cambia al tomar otros representantes de las clases, o sea, que si
[x] =[x"1y [y] = [y'], entonces [x + y] = [x’ + y']. Pero esto es consecuencia directa
del apartado (a) de la proposicién 3.39.

Se verifica de inmediato que Z, es un grupo respecto de la operacién de suma
modulo n. Su elemento neutro es [0], y el inverso de [x] es [-x] = [# — x]. Cuando
hablemos del grupo Z,,, se entendera que nos estamos refiriendo a este grupo. <

Ejemplo 4.21 (Unidades de Z,). En Z, podemos definir también la multiplicacién
modulo n, en este caso por la férmula

[x]1[y] = [xy].

Por el apartado (b) de la proposicion 3.39, esta operacion esta bien definida, si bien tal
operacién da a Z,, estructura de monoide con identidad [1] pero no de un grupo en el
caso general, ya que es posible que una clase residual no tenga inverso multiplicativo.
Sin embargo, es claro que el subconjunto de Z, formado por las clases residuales que
si cuentan con inverso multiplicativo serd un grupo respecto de la multiplicacién de
clases, al que llamamos grupo de las unidades de Z, y que representamos por U(Z,,).
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En particular, es claro que [0] € U(Z,), y en general [x] € U(Z,,) si y s6lo si existe
y € Z tal que xy = 1 (mdd n). Puesto que

xy=1(moédn) <& existek € Ztalquexy—1=kn
& existek€ Ztalque xy+kn=1
S med(x,n) =1,

tenemos
Uz, ={Ixl€Z,|med(x,n) =1},

luego |U (Z n)| = ¢p(n), donde ¢ es la aplicacion ¢ de Euler. En el caso particular en que
p €s primo, tenemos

UZ,) =Z,\ {0} = {[1].....[p— 11}. “

Ejemplo 4.22 (Racionales médulo uno). La relacion ~ en el grupo aditivo de los nu-
meros racionales Q dada por x ~ y siy s6lo si x — y € Z es claramente de equivalencia.
Al conjunto de las clases de equivalencia inducidas por esta relacion lo representaremos
por Q/Z, y sobre éste definimos la operacion de suma dada por [x] + [y] = [x + y]. Se
deja al lector verificar que esta operacidn esta bien definida y que con ella Q/Z forma
un grupo aditivo, mismo que llamaremos grupo de los racionales médulo uno. <

Ejemplo 4.23. El subconjunto {—1, 1,i,—i} de C, donde iZ=—1,esun grupo respecto
de la multiplicacion ordinaria de nimeros complejos. <

Ejemplo 4.24 (Raices n-ésimas de la unidad). Generalizando el ejemplo anterior, to-
memos el nimero complejo ¢ = e?*" con n € Z*, de manera que

¢, ¢ L, el =1,

son las n raices n-ésimas de la unidad. Puesto que ¢/ = {/m0dn y ¢igk = ritk gstas
forman un grupo respecto de la multiplicacioén ordinaria de ntimeros complejos, al cual
representaremos por 4,. Su elemento neutro es el 1 y el inverso de cada ¢® es {"°.
Siempre que hablemos del grupo de las raices n-ésimas de la unidad nos estaremos
refiriendo a esta estructura. <

Ejemplo 4.25 (Grupo de Klein). Sea 'V = {1, a, b, ¢} y definase el producto en V por
la siguiente tabla de multiplicar:
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Tenemos entonces que 1 es la identidad y que todo elemento de V es su propio inverso.
Verificar que se trata también de una operacion asociativa es facil si observamos que
si x,y y z son los tres elementos de V que no son la identidad, entonces xy = z,
Xz = yy yz = X, luego para dichos elementos tenemos que (xy)z = 1 = x(yz),
(xy)y = zy = x = x(yy) y que (xx)y = y = xz = x(xy). La asociatividad en el caso
en que alguno de estos tres elementos es la identidad es obvia. A 'V se le conoce como
grupo de Klein. <

Ejemplo 4.26 (Producto directo de grupos). Sean G y H dos grupos cualesquiera, y
definase sobre su producto cartesiano G' X H la operacion dada por

(g, W)(g',h')=(gg',hh'").

Es inmediato que G X H forma un grupo respecto de esta operacion. A este grupo lo
llamamos producto directo de Gy H. Esta construccién nos da una forma mas concreta
de obtener el grupo de Klein, pues el lector podra comprobar que no existe ninguna
distincion formal entre la tabla de multiplicar de V y la de Z, X Z, maés alla del nombre
de los elementos. Mas adelante introduciremos las nociones que nos permitiran precisar
lo que queremos decir con que no exista una diferencia esencial entre dos grupos. <

» Ejercicio 4.27. Demostrar que G X H es abeliano siy s6lo si G 'y H son ambos abelianos.

Ejemplo 4.28. El conjunto de todas las matrices no singulares de nXn con componentes
en R forman un grupo respecto de la multiplicacién de matrices. A este grupo lo
llamamos grupo lineal general, y lo representamos por GL(#n, R). <

Ahora vamos a establecer algunos resultado basicos en relacion a los inversos de los
elementos de un grupo G. Por ejemplo, tenemos que si x, y € G, entonces

eyt =y Il 4.1)

donde no debe pasar inadvertido el orden en que aparecen los factores del miembro
derecho. Para comprobar esta igualdad simplemente verificamos que y~!x~! es el inverso
de xy. En efecto, pues xy(y~'x~1) = x(yy~)x~! = xx~! = 1. Un sencillo argumento
inductivo extiende la formula (4.1) a inversos de productos con cualquier ntimero de
factores:

Proposicion 4.29. Si x, ..., x, son elementos de un grupo G, entonces

-1 _ 1 -1
(xl...xn) _xn ...xl .
Una consecuencia inmediata de la existencia de inversos en un grupo es que en éste
se cumple la ley de cancelacion:

Proposicion 4.30 (Leyes de cancelacion). Si x,y y z son elementos cualesquiera de
un grupo G, entonces cualquiera de las igualdades xy = xz o yx = zx implica y = z.
En particular, xx = x implica que x = 1.
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Demostracién: Supongamos que xy = xz. Entonces y = (x"'x)y = x~'(xy)
x1(xz) = (x"'x)z = z. El caso en que yx = zx se demuestra de forma similar.

En un grupo G, la existencia de inversos permite definir potencias negativas: si
x € G, definimos
x " = (x—l)n

para todo entero n > 0. En la notacién aditiva, tenemos —nx = n(—x). Desde luego,
esta definicion es compatible con las leyes de los exponentes que ya conociamos para
potencias no negativas:

Proposicion 4.31 (Leyes de los exponentes). Sean my n enteros cualesquieray x un
elemento de un grupo G. Se verifican las relaciones siguientes:

(a) xmxn — xm+n’.

(b) (xn)—l — x—n;
(C) (xm)n = xMn,

Demostracion: (a) Param > 0y n > 0 ya lo sabemos. Sim < 0y n > 0 entonces
—m > 0y el caso anterior nos dice que x "x™*" = x", de donde se sigue la igualdad
buscada. Desde luego, el casom > 0y n < 0 puede razonarse manera similar. Finalmente,
sin < 0ym < 0,entonces x"x™™ = x~"*(=™ 'y al invertir la ecuacién obtenemos
XMt = x™Mx". Esto cubre todos los casos posibles para m,n € Z.

(b) Se sigue inmediatamente de (a), pues x"x™" = x° = 1, luego x™" es en efecto el
inverso de x".

(c) Si n > 0 entonces (x™)" = x™ se sigue de (a) y el principio de induccién
matematica sobre n. Probado ese caso, tenemos que si n < 0 entonces, por (b), (x™)" =
((xm)—n)—l — (x—nm)—l = x"m. =

mn

Terminamos la seccién mostrando que los axiomas de la definicién 4.18 pueden
debilitarse y dar lugar al mismo concepto.

Teorema 4.32. Un semigrupo G es un grupo siy solo si

(@) G cuenta con “identidad derecha”: existe un e € G tal que para todo x € G,
xe = Xx;

(b) todo elemento de G es “invertible por la derecha”: para todo x € G existe un
1

x~' € G tal que xx™' = e.
» Ejercicio 4.33. Dar un ejemplo que demuestre que, en un semigrupo G, la existencia de una
identidad derecha y de inversos izquierdos no basta para afirmar que G es un grupo.

Solucién: Sea G un conjunto de mas de un elemento y definase el producto en G por la formula
xy = x. Es rutina verificar que G es un semigrupo en el que cualquier elemento de G es una
identidad derecha. Sin embargo, ningtin elemento e € G puede ser “la ” identidad de G, pues de
otro modo el hecho de que ex = e para todo x € G implicaria que e es inverso izquierdo de todo
elemento de G, lo que no puede ser a menos que G consista de un tnico elemento.
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Se deja al lector demostrar la proposicion siguiente, que nos da una forma alternativa
de caracterizar la estructura de grupo.

Proposicion 4.34. Un semigrupo G es un grupo si 'y sélo si las ecuaciones ax = by
ya = b tienen soluciones unicas en G.

» Ejercicio 4.35. Demostrar la proposicion 4.34.

Solucion: Sea e la solucion de ax = a. Entonces e es una identidad derecha para todo elemento
b € G, existe un y € G tal que ya = by por tanto be = (ya)e = y(ae) = ya = b. Por otra parte,
ax = e también tiene solucién para todo a € G, por lo que todo elemento de G es invertible por
la derecha. La conclusién deseada se sigue del teorema 4.32.

4.3 PERMUTACIONES

Antes de continuar, es conveniente contar con un concepto que nos permitira dar
ejemplos concretos de muchos de los conceptos que vienen a continuacion.

En matematicas elementales, una permutacion de una lista de n objetos se entiende
como un reordenamiento de los elementos de la lista. Por ejemplo, paralalista (1,2, 3,4)
tenemos los 4! = 24 ordenamientos siguientes:

1,2,3,4) (1,2,4,3) (1,3,2,4) (1,3,4,2) (1.,4,2,3) (1,4,3,2)
2,1,3,4) (2,1,4,3) (2,3,1,4) (2,3,41) (2,41,3) (2,431
3,1,2,4) @(3.1,4,2) 3,2,1,4 (3,2,41) G,41,2) (G421
4,1,2,3) 4,1,3,2) 4,2,1,3) 4,2,3,1) (4,3,1,2) (4,3,2,1)

Observemos que cualquiera de estos reordenamientos de (1,2, 3,4) puede entenderse
como una biyeccién del conjunto X = {1,2,3,4} en si mismo. Por ejemplo, el reorde-
namiento (4,3, 1,2) de (1,2,3,4) es la aplicacion ¢ : X — X que enviael 1 al 3, el
2al4,el3al2yel4al 1. En general, y puesto que ningtin reordenamiento introdu-
ce repeticiones ni omisiones de los elementos de X, deducimos que, en efecto, todo
reordenamiento queda caracterizado por una biyeccidon de X en si mismo.

Definicion 4.36. Una permutacion de X = {1,...,n} es una biyeccién de X sobre si
mismo. Representaremos por %, al conjunto de todas las permutaciones de {1, ..., n}.

Notemos que la definicién anterior es en esencia la misma si en lugar del conjunto
X = {1,...,n} consideremos cualquier otro conjunto Y de n elementos. Teniendo Y
el mismo cardinal que X, podemos pensar que Y no es mas que X con sus elementos
“renombrados”. Para expresar esta situacion con més detalle, supongamos que Zy es el
conjunto de las permutaciones de elementos de Y, es decir, el conjunto de biyecciones
o Y — Y. Alser | X| = |Y], existe una biyeccién f : X — Y que “traduce” los
elementos de X a elementos de Y, y con ella podemos traducir toda permutacién o € Xy
en

fleoof,

una permutacion de elementos de X (la composicion de biyecciones es una biyeccion).
Esté claro que o queda univocamente determinada por o'y f, o sea, que la aplicacién dada
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poro — f~l oo o fesuna biyeccion entre las permutaciones de Yy las permutaciones
de X, luego los conjuntos %, y Xy son en efecto intercambiables. Por lo tanto, cuando
en algin punto hablemos del conjunto Xy de las permutaciones en un conjunto Y de n
elementos, el lector tendré claro que no se trata de ningtin concepto nuevo y que todo lo
dicho para X, vale igual para este conjunto.

Como posiblemente el lector ya los sepa, existen n! formas distintas de ordenar un
conjunto de n elementos, o sea que

Proposicion 4.37. |Zn| =nl

Puesto que hemos definido a las permutaciones compo biyecciones de un conjunto
en si mismo, ahora podemos entender el proceso de reordenar dos veces un conjunto de
objetos simplemente como la composicion de dos permutaciones: si 7,0 € Z,, T o 6 €s
la permutacién que resulta de aplicar o seguida de 7, pues ya sabemos (proposiciéon ? ?
que la composicion de biyecciones es de nuevo una biyeccion, o sea, que dicha com-
posicién es una operacion binaria en X,,, a la cual nos referiremos como producto de
permutaciones. Se deja al lector verificar que esta operacidn verifica las propiedades de
la definicion de grupo (definicion 4.18).

Definicion 4.38. Llamaremos grupo simétrico sobre n simbolos a X, equipado con la
operacion del producto de permutaciones.

Por lo regular representaremos el producto de dos permutaciones 7 y ¢ (en ese orden)
con la notacién 7o en lugar de 7 » o.

A continuacién estudiaremos algunas propiedades basicas de las permutaciones que
nos permitiran trabajar con ellas de manera mas eficiente.

Una notacién comin para especificar una permutacion ¢ € X, consiste en un arreglo
de dos filas como

1 2 3 ... n
c(1) ¢2) o3 ... on)’

formada por # columnas en las que se coloca cadai € {1,...,n} encima del valor al
que éste es enviado por o. Por ejemplo, si ¢ es la permutacién de 5 dada por

c(l)=4, 6(2)=3, 06(B)=5 oA =1, o05)=2,

1 2 3 45
o= .
4 3 51 2
Aunque esta notacidn es un tanto tediosa, tiene la ventaja de facilitar el calculo de
productos de permutaciones. Por ejemplo, si ¢ es como arriba y

(1 23 45
T™=\s5 21 3 4)

entonces

tenemos que
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donde el célculo se realiza siguiendo los nimeros de derecha izquierda (en la notacién
7o, T actiia después de o), como lo ilustran las flechas del diagrama siguiente:

T0 =

¥ |
12345 12345
v

43512) 31452

—w<--h<-

No obstante, vamos a introducir otra notacioén que no sélo representa permutaciones
de forma mas concisa, sino que ademas hace mas manifiestas algunas propiedades
importantes de una permutacioén dada. Esta notacidn se apoya en algunos conceptos
adicionales que introducimos a continuacion.

Definicion 4.39. Decimos que dos permutaciones o'y 7 son disjuntas si éstas no mueven
los mismos nimeros. Con més precision, lo son si

o(i)#£i implica T(i)y=1i

tG)#j  implica  o(j) = .

Aunque la composicion de aplicaciones no es conmutativo, si lo es entre permuta-
ciones disjuntas.

Proposicion 4.40. Si o, t € X, son disjuntas, entonces 6t = 70.

Demostracion: Sean o, 7 € X, permutaciones disjuntas. Se debe probar que o (i) =
ot(i)paratodoi € {1,...,n}.Paraesto, observamos que si z mueve a i, con (i) = j # i,
entonces 7 también ha de mover a j por la inyectividad de 7, luego o fija tanto a i como
a j, lo que implica que 7o (i) = 7(i) = j = 0(j) = o7(i). De forma similar se verifica
que si 7 fija a i, entonces 76 (i) = o7(i). Esto demuestra que 76 = o7. u

Consideremos ahora la permutacion
(1 2 3 4 5 6 7 cx
°“\4 371265 7
y el efecto que tiene aplicar repetidamente o a los elementos de {1, ...,7}. Cuando

aplicamos o por primera vez, ésta envia el 1 al 4. Como ¢ vuelva a actuar, ésta envia el
4 de regreso al 1, dando como resultado el “ciclo” de la imagen siguiente:

1
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Ahora vemos qué pasa con los demas elementos. El menor de los enteros de {1, ...,7}
que no figura en el ciclo de arriba es el 2. Cuando ¢ actda sobre el 2, éste es enviado al
3. Si o actda de nuevo, el 3 es enviado al 7, y si actda otra vez, el 7 es enviado al 5. Al
actuar o sobre el 5, éste es enviado al 2, completandose asi el ciclo

N
3 5
N
El menor (y el Gnico) de los enteros del conjunto {1,...,7} que no estd en el ciclo

anterior es el 6, que queda fijado por o y por tanto su ciclo es

6

La situacidn descrita por estos tres diagramas puede expresarse con la notacién
(14)2375)(6),

que especifica el efecto que o tiene sobre cada elemento de {1, ..., 7}. Decimos entonces
que hemos descompuesto ¢ en “producto de ciclos disjuntos”. Si a los ciclos los definimos
como ciertas permutaciones especiales, podemos dar completo sentido literal esas
palabras.

Definicion 4.41. Decimos que una permutacion o € X, es un ciclo de longitud k, o

que es un k-ciclo, si, para para ciertos iy, ..., i, € {1,...,n}, ésta verifica
O'(il)ziz, O'(i2)=i3,... ,O'(ik_l)zik, O'(ik)zil
y
o(i)=1i
cuando i & {iy,...,i;}. Usaremos la notacion

(iy iy i3 ... 0g)

para representar al k-ciclo que cumple dichas condiciones. A los 2-ciclos los llamamos
transposiciones. Se trata de permutaciones que intercambian dos nimeros iy, i, €
{1,...,n} y dejan fijos a todos los demas. Los ciclos de longitud 1 no mueven ningtin
elemento, asi que todos ellos son la permutacién identidad.

Observemos que la notacidn para un k-ciclo no es tnica, pues “rotar” las posiciones
de sus nimeros da lugar a la misma permutacién. Por ejemplo

(il iz 13 ik—l lk) = (lk il iz ik—2 ik—l) = (12 13 i4 ik—] ik il)’
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o sea que hay k formas distintas de escribir el mismo k-ciclo. Puesto que existen
nn—1Dn-2)--(n—-k+1)
k-tuplas ordenadas de elementos tomados de {1, ..., n}, el total de k-ciclos distintos en
z, es
%n(n— Dn=2)---(n—k+1). 4.2)

Por otra parte, todo ciclo de longitud 1 es simplemente la identidad en X,, que
comunmente representaremos por (1).

Proposicion 4.42. Toda permutacion es un ciclo o un producto de ciclos.

Demostracion: Lo probaremos por induccién sobre el nimero m de elementos movidos
por una permutacién o € Z,. Si m = 0, el teorema es cierto, pues en ese caso ¢ = (1).
Supongamos el teorema cierto para todo entero menor que m > 0. Entonces ¢ mueve
al menos un elemento, digamos i. Puesto que ¢°(i) € {1, ..., n}, las potencias ¢*°(i) no
pueden ser todas distintas, asi que existen enteros s, ¢, con s > 1, tales que ¢°(i) = ¢’ (i),
o sea, que 6* (i) = i, luego existe el menor entero r > 0 tal que 6" (i) = i, 0 sea que
existen a lo sumo r < n potencias distintas de ¢(i). Mas atin, las potencias

(i), ©o2@i),... ,o"(i)

son todas distintas, pues si dos de ellas fuesen iguales, digamos ¢°(i) = ¢'(i) con
1 <t < s <rentonces 6 (i) = i con s —t < r, en contradiccién con la minimalidad
de r. Sea «a el ciclo

a=(@G) o2() 3@ ... o&"@)).

Si r = m, entonces ¢ = a y el teorema se cumple. Si r < m, entonces sea S el conjunto
de puntos fijados por «a, y definamos f € £, por
. c(j), J€ES,
PG =3 . .
Js JES.

Entonces o = aff, donde f mueve a lo sumo m — r elementos, asi que, por hipétesis de
induccidn, § es un producto de ciclos, luego ¢ = af es también un producto de ciclos.®

El procedimiento con el que més arriba factorizamos

1 23456 7
<4 371 2 6 5)2(14)(2375)(6)

es de caricter general y puede usarse para factorizar cualquier permutaciéon o € %,,.
El resultado es siempre un producto de ciclos disjuntos, como lo establece el teorema
siguiente.

Proposicion 4.43. Toda permutacion se descompone de forma unica, salvo el orden de
los factores, en un producto de ciclos disjuntos.
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Demostracién: Sean a; -+ a; y f; +++ f; dos descomposiciones de o € X, en ciclos dis-
juntos. Sin pérdida de generalidad, supondremos que / > k y probaremos la proposicién
por induccién sobre /. El caso / = 1 es obvio. Supongamos la conclusion cierta para un en-
tero/—1yseanay --- a; y fy --- f; dos descomposiciones de 0. Siocmueve i € {1, ..., n},
entonces un «, y un f; mueven a i. Puesto que los ciclos disjuntos conmutan, podemos
asumir que se trata de ff; y de a;. Observemos que entonces ﬁlj (i) = ol(i) = /(i)
para todo j > 1, por lo que f; = a;, o0 sea que a; --- a;_; = f; -+ f;_;. Por hipdtesis
de induccién, ambos miembros consisten de los mismos ciclos, de donde se sigue el
resultado deseado. u

Es inmediato que el inverso del ciclo (i iy i3 ... i) es el ciclo
(i igey iy v 0p)-

Si la descomposicién en ciclos disjuntos de o es 6 = a; -+ a,, entonces

0'_1 = as_l eee al_l = al_l vee as_l’

pues ciclos disjuntos conmutan. Asi, calcular la inversa de o consiste simplemente en
invertir el orden de los elementos de cada ciclo en la descomposicién de o.

Ejemplo 4.44. Si o = (14)(2375)(6) € I, entonces 6~ = (4 1)(5732)(6). <

Nos referiremos como la estructura de ciclos de una permutacion ¢ al nimero de
k-ciclos que aparecen en la descomposicién de ¢ en ciclos disjuntos paracada 0 < k < n.

Ejemplo 4.45. ;Cuéntas permutaciones hay con estructura de ciclos (e e e)(e ®) en >5?
Aplicando la férmula (4.2), determinamos que hay %(5 -4 - 3) = 20 ciclos de longitud 3.
Obtenido este ciclo, no nos quedan mas que 2 elementos para formar el 2-ciclo siguiente,
luego éste s6lo puede completarse de una manera y por tanto existen 20 permutaciones
que son producto de un 3-ciclo y un 2-ciclo. <

En la factorizacién de una permutacion o en ciclos disjuntos, por lo regular omitimos
los ciclos de longitud 1 que resultan de considerar los elementos fijados por o, ya que
dichos ciclos son todos la permutacién identidad y resulta redundante escribirlos. Sin
embargo, en ocasiones si resulta ttil incluirlos. Cuando incluimos un 1-ciclo para cada
nimero fijado por o, hablamos de una factorizacion completa de ¢ en producto de
ciclos disjuntos.

Ejemplo 4.46. Seanoc = (473 6)(52)(1)y z = (1 56)(3 2 7)(4). Para calcular el
producto oz, podemos empezar por rastrear a donde va a parar el primer nlimero que
veamos en la descomposicioén de z, que es la primera en actuar por tratarse de una
composicion de aplicaciones. Haciéndolo asi, vemos que 7 envia el 1 al 5 y que luego
o enviael 5 al 2, por lo que nuestro producto comienza por “(1 2...”. Aplicando este
mismo proceso ahora al 2, obtenemos “(1 2 3...”, y continuando de esta manera con
cada niimero que vayamos obteniendo, llegamos al resultado 67 =(1235476). <

Definicién 4.47. Si ¢y 7 son dos permutaciones, a la permutacién roz~! la llamamos
conjugada de o por 7, y la representamos por ¢”.
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Consideremos las permutaciones c = (473 6)(52)(1) yz = (1 56)(32 7)(4). Al
calcular

-1
o = ((1 56)(32 7)(4)) ((4 736)5 2)(1)) ((6 51)(72 3)(4))
=(@4321)67)35),

observamos que ¢ y ¢’ tienen la misma estructura de ciclos, y que, ademas,

o7 = (7(4) 7 () 1(6)) (T(S) 7(2)> <T(1)).
Se trata de una regla general:

Proposicion 4.48. Sean o, v € Z,. Si o se expresa como un producto de ciclos disjuntos,
entonces o'y o” tiene la misma estructura de ciclos. Con mds detalle, la descomposicion
en ciclos disjuntos de o® se obtiene sustituyendo cada indice i por ©(i) en cada uno de
los ciclos de la descomposicion de o.

Demostracion: Es facil ver que la conjugada de un producto de permutaciones es el
producto de las conjugadas de éstas, luego basta con demostrar el teorema para el caso
particular de un solo ciclo a = (i} i, i3 ... i). Sea

B = (z(iy) t(ip) 7(i3) ... 7(ip)).

Hay que demostrar que zaz~! = f. Para esto, observemos que si i & {iy,..., iy},
entonces tat ' ((i)) = 7(i), pues a(i) = i, asi que raz "' y f dejan fijos a los mismos
elementos. Por otra parte, si i ;€ {i;,...,i,}, entonces

. i<k
TGT_I(T(ij)) =10(i)) = T(I.J'H) SIJ
7(i;) sij =k,
0 sea que TGT_I(T(ij)) = ﬂ(T(ij)), asi que rar! y f coinciden en todo punto y por lo
tanto son iguales. L

Propongdmonos ahora determinar si existe alguna relacién entre dos permutaciones
que tengan la misma estructura de ciclos. Consideremos, por ejemplo, las permutaciones
c=0@473)52)16)ya=#431)67)25)de X, ydefinamos 7 : {I,...,7} —
{1,...,7} por

<~ b
W <
— - W
O\ < W
N <
N <— —

DN <— O

( ) ) )

Puesto que estamos considerando factorizaciones completas de o y a en ciclos
disjuntos, 7 estd bien definida y es biyectiva, luego 7 = (4)(7 3 1 2)(6 5) € X;. Tenemos
entonces que

a=(@431)67)25)
= (7(4) 7(7) 7(3)> (T(S) 7(2)) (T(l) 7(6)>

=07,
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donde la dltima igualdad se da por la proposiciéon 4.48. Ahora demostraremos esta
relacion en el caso general.

Teorema 4.49. Dos permutaciones oy a tienen la misma estructura de ciclos si y sélo
si existe una permutacion t tal que a = o”.

Demostracion: (=) Sean o, @ € X, de la misma estructura de ciclos. Entonces, a cada
ciclo (i iy i3 ... i}) en la descomposicion de o corresponde un ciclo (j; Jjp j3 --- Jji)
en la descomposicion de @, y podemos definir la aplicacion 7 por 7(i) = j, para cada
ciclo de estas descomposiciones. Es evidente que se trata de una permutacion de Z,, y
la proposicién 4.48 nos dice que @ = ¢°.

La afirmacion reciproca es la proposicion 4.48. u

Definicion 4.50. Definimos la aplicacién sgn : £, — {-1, 1}, llamada signatura de
una permutacién de X, por

sento) = [ 20220

i<j =J
paratodac € Z,.

Proposicion 4.51. Sio,r € Z,, entonces

sgn(ro) = sgn(r) sgn(o).

Demostracion: Sean 7,0 € Z,. Entonces

sgn(ro) = H ro()) —70(j)

i<j i=J

_ H to(i) — 76(j) H o) —o(j)
o —o() 1 i—i

_ H (i) — 7(j) H o(i) —o())
i<y 74 g T

= sgn(7) sgn(o). u

El hecho siguiente es inmediato:
Proposicion 4.52. Si o es una transposicion, entonces sgn(o) = —1.

Es posible descomponer una permutacién en un producto de transposiciones, si bien
no de forma tinica. Sin embargo, el teorema siguiente nos dice que el nimero de factores
en una descomposicidn asi es inico mddulo dos.

Teorema 4.53. Toda permutacion se descompone en un producto de transposiciones, y
los niimeros de transposiciones de dos descomposiciones de una misma permutacion
tienen la misma paridad.
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Demostracion: Para la primera afirmacién del teorema, basta probar que es cierta para
un ciclo. En efecto, pues

(i ipis oo dp) = (g i)y Gy igp) - (i ).

Para la segunda afirmacién, observamos que si a; --- @, y fy -+ f; son dos factorizaciones
de una permutacion o, entonces las proposiciones 4.52 y 4.51 nos dicen que

sgn(o) = (=1)" = (=1)°,
por lo que r y s son ambos pares o ambos impares. L

Definicion 4.54. Diremos que una permutacion es par o impar segin que ésta se
descomponga en un ntimero par o en un nimero impar de transposiciones, respectiva-
mente. Equivalentemente, o serd una permutacion par si sgn(c) = 1, y sera impar si
sgn(o) = —1.

4.4 SUBGRUPOS

Definicion 4.55. Un subconjunto H de un grupo G se dice un subgrupo de G si H es él
mismo un grupo respecto de la operacion de G. Para que se da esta relacion, escribiremos
H<G.

Deducimos de inmediato que todo grupo G cuenta con al menos dos subgrupos: el
subgrupo trivial {1}, que representaremos por 1 (o por 0 cuando se emplee la notacién
aditiva) y el grupo G mismo. Diremos que un subgrupo H de G es propio si H # G.

Supongamos que tenemos un subconjunto H de un grupo G. Sabemos que la asocia-
tividad de la operacioén de G se cumple en particular para H. Por tanto, para que H sea
un subgrupo la operacion de G debe ser una operacién en H (o sea, que la restriccién a
H de la operacién del grupo debe ser cerrada en H), ademés de que H debe contener a
la identidad de G y a los inversos de cada uno de sus elementos. Resumiendo:

Proposicion 4.56. Sea G esun grupoy H C G. Entonces H < G siy sélo si se verifican
las condiciones siguientes:

(@) xy € H para cualesquiera x,y € H;
(b) 1 € H;
() x e H para todo x € H.

No obstante, en muchas ocasiones podemos aplicar una forma maés practica de
comprobar que estamos ante un subgrupo.

Proposicion 4.57. Sea G un grupo y H un subconjunto no vacio de G. Entonces H < G
si y s6lo si para cualesquiera x,y € H, tenemos xy~' € H.
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Demostracion: La implicacion es evidente. Para el reciproco, mostraremos que si
H # @y xy~' € H para cualesquiera x, y € H, entonces H cumple las condiciones
(a)—(c) de la proposicién 4.56. Comenzamos por observar que existe al menos un a € H,
y por tanto también 1 = aa~! € H, de donde a su vez deducimos que si x € H entonces
x~!'=1.x"! € H. Finalmente, tenemos que si x, y € H entonces y~! € H y por tanto
xy=x(y"H'eH. u

Por otra parte, para grupos finitos, la comprobacién de que un subconjunto no
vacio es un subgrupo se reduce a verificar que el subconjunto es cerrado respecto de la
operacion de grupo.

Proposicion 4.58. Si G es un grupo finito y H un subconjunto no vacio de G, entonces
H < Gsiysélo si xy € H para cualesquiera x,y € H.

Demostracion: Desde luego que un subgrupo ha de cumplir con esa condicion. Reci-
procamente, si xy € H siempre que x y y sean elementos de H, entonces la restriccion
de la operacioén de G a H es una operacion en H, luego resta comprobar que 1 € H
y que x_! € H paratodo x € H. Para esto, tomemos un x € H (lo cual es posible
por que H # @&). Entonces x" € H para todo entero positivo n, y como G es finito, las
potencias de x no pueden ser todas distintas, o sea que existen enteros i < j tales que
x' = x/ yportanto 1 = /= € Hporser j—i > 0. Ademss, x ' =x/7"l € H,y
como x es un elemento arbitrario de G, queda demostrado que H también contiene a
los inversos de sus elementos. n

Ejemplo 4.59. Desde luego, Z < Q <R < C. <
Ejemplo 4.60. Si m es cualquier entero, entonces el conjunto
mZ = {mk | k € 7}

formado por los multiplos de k es un subgrupo de Z. En particular, 0Z = 0, el subgrupo
trivial. <

Ejemplo 4.61. Por la proposicion 4.51, el conjunto de todas las permutaciones pares es
cerrado respecto del producto de X, luego es un subgrupo de éste. A dicho subgrupo lo
llamamos grupo alternado sobre n simbolos, y lo representamos por A,,. <

Ejemplo 4.62 (Grupo lineal especial). Sea SL(#n, R) el subconjunto de GL(n, R) defi-
nido por
SL(n,R) = {M € GL(n,R) | det M = 1}.

Entonces SL(n, R) es un subgrupo de GL(n, R), como puede comprobarse mediante la
relacién det(AB) = det A - det B, vélida para todo elemento de GL(#, R). Este subgrupo
de GL(n, R) se conoce como el grupo lineal especial sobre R. <

Ejemplo 4.63. Seanr =(1234)ys = (12)(34)enZX,. Entonces el conjunto de todos
los productos de la forma r's/ es un subgrupo de T,. Se deja al lector construir la tabla
de multiplicar de este subgrupo y verificar que esta tabla coincide completamente con
la del grupo diedral Dg del ejemplo 2 2. <
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Si H'y K son dos subgrupos de un grupo G, se comprueba sin dificultad que H N H
es también un subgrupo de G y que, de hecho, la interseccion de cualquier familia de
subgrupos de G es de nuevo un subgrupo de G. Derivado de esta observacion tenemos
el concepto siguiente.

Definicion 4.64. Sea G un grupo y X un subconjunto de G. Si { H,},c; es la familia
de los subgrupos de G que contienen a X, decimos que ﬂie [ Hies el subgrupo de G
generado por X, y que X es un generador de dicho subgrupo, que representaremos por
(X). Cuando X = {x,...,x,}, (X) se representa también por (xi, ..., X, ).

Se deduce inmediatamente de esta definicién que (X) es el menor de los subgrupos
de G que contienen a X (respecto del orden dado por la inclusion de conjuntos). Puesto
que {X) es un subgrupo, éste debe contener a las potencias (positivas y negativas) de
los elementos de X y a los productos de las mismas. La proposicion siguiente nos dice
que, de hecho, (X) no contiene mas que eso.

Proposicion 4.65. Sea G un grupo y X un subconjunto cualquiera de G. Entonces {X)
es el subgrupo de G formado por todos los productos de potencias de elementos de X.

En simbolos,
n
(X) = {fo‘ |n€N,xiex,kieZ}.
i=0

Demostracion: Sea H el conjunto de tales productos. Es claro que H es un subgrupo
de G por la proposicién 4.57. Ademés, X C H y por tanto (X) C H al ser (X) el menor
de los subgrupos de G que contienen a X. Puesto que (X)) contiene a cualquier producto
de potencias de elementos de X, (X) contiene a H, luego H = (X). L

Definicion 4.66. Si G es un grupo y x € G, al subgrupo
(x)={x*kez)
lo llamamos grupo ciclico generado por x.

En la notacién aditiva, tenemos que (x) = {kx | k € Z}. Asi, por ejemplo, para el
subgrupo mZ del grupo aditivo Z (véase el ejemplo 4.60) podemos escribir también

mZ = (m).

Notemos que, puesto que todo subgrupo es €l mismo un grupo, tiene sentido hablar
no sdlo de subgrupos ciclicos sino también de grupos ciclicos. He aqui algunos ejemplos
de de dichos grupos.

Ejemplo 4.67. El grupo aditivo Z es un grupo ciclico infinito generado por 1 y también
por —1. Por su parte, los grupos aditivos Z, de las clases residuales médulo n son
también ciclicos. Desde luego, Z, = ([1]). <

» Ejercicio 4.68. Encontrar un generador de Z,, que no sea [1].
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Ejemplo 4.69. El grupo multiplicativo de las raices n-ésimas de la unidad es ciclico de
orden n y esta generado, por ejemplo, por la raiz & = >, En particular,

{1,-1,i,—i} = (i) = (—i). <

» Ejercicio 4.70. Demostrar que todo grupo ciclico es abeliano.

Ejemplo 4.71. Para todo n > 1, el grupo X, esta generado por las transposiciones
(12),(13),...,(1 n). Esto es obvio para el caso n = 1,2. Supongamos entonces que
n > 3. Puesto que todo elemento de X, es un producto de transposiciones, basta demostrar
que toda transposicién i j es un producto de las transposiciones mencionadas. Esto es
inmediato sii o j es 1, por lo que asumiremos que 1, 7, j son distintos entre si. Entonces

(i j)=GHID =1 j)1i),

luego (i j) tiene la forma deseada. <

4.5 HOMOMORFISMOS

Definicion 4.72. Sean G y H dos grupos. Una aplicaciéon f : G — H se dice un
homomorfismo si

fey) = F)f) (4.3)

para cualesquiera x, y € G. En particular, si f es inyectivo decimos que es un mono-
morfismo, y si es sobreyectivo decimos que es un epimorfismo. Un homomorfismo
de un grupo en si mismo recibe el nombre de endomorfismo, o automorismo si dicho
homomorfismo es un isomorfismo.

El lector debe advertir que en la relacién (4.3) que caracteriza a los homomorfismos
intervienen dos operaciones: del lado izquierdo, el producto xy es un producto en G,
mientras que en el miembro derecho, f(x)f(y) es un producto en H.

Antes de proporcionar ejemplos de homomorfismos de grupos, es conveniente
conocer el concepto dado en la definicién siguiente y también algunas de las propiedades
més elementales de los homomorfismos.

Definicion 4.73. Si f : G - H es un homomorfismo de grupos, el conjunto
kerf={x€G|f(x)=ly)
es un subgrupo de G al que nos referiremos como su niicleo.
Proposicion 4.74. Si f : G — H es un homomorfismo de grupos, entonces
@ f(g) =1y
®) fxH=r0)7"
(¢) paratodon € N, f(x") = f(x)".
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Demostracion: (a) Tenemos f(15) = f(15-15) = f(15)f (1), luego f(15) debe ser
la identidad de H de acuerdo con el caso particular de la proposicion 4.30. El apartado (b)
se sigue de que f(x)f(x™") = fxx~1) = f(1g) = 1y, y (c) se demuestra facilmente
por induccién sobre n. L

La demostracion del los hechos siguientes se dejan como ejercicio al lector.
Proposicion 4.75. Si f : G — H es un homomorfismo de grupos, entonces

(@) si K <G, entonces f(K) < H. En particular, f(G) < H;

(b) si J < H, entonces f~'(J) < G. En particular, f~'(1) = ker f < G.

» Ejercicio 4.76. Demostrar la proposicion 4.75.

Ejemplo 4.77. La aplicacién f : Z — Z, dada por f(k) = [k], que por tanto envia a
cada entero k € N a su clase residual médulo #, es un homomorfismo de grupos por la
proposicion ??, conker f = {kn | k € Z} = nZ = (n). Se trata, desde luego, de un
epimorfismo. <

Ejemplo 4.78. Sea (R*,-) el grupo multiplicativo de los niimeros reales positivos y
(R, +) el grupo aditivo de todos los nimeros reales. La aplicacién log : Rt — R es
entonces un homomorfismo (de hecho, un isomorfismo) entre dichos grupos, como se
deduce de la férmula

logxy = logx +logy,

vélida para cualesquiera x, y € R™. En este caso, tenemos que ker(log) = 1, el subgrupo
trivial de (R, -). <

Ejemplo 4.79 (Proyeccion canénica). Si Gy H son dos grupos, las aplicaciones 7 :
GXH - Gynrny : GX H — Hdadas por (g, h) — gy (g, h) — h, respectivamente,
son claramente epimorfismos de grupos. Estos reciben el nombre de proyecciones
canoénicas (de G X Hen Gy de G X H en H, respectivamente). <

Proposicion 4.80. Un homomorfismo de grupos f . G — H es un monomorfismo si y
solo siker f = 1.

Demostracion: Desde luego, si f es inyectivo entonces s6lo hay uno x € G tal que
f(x) =1g, y como 1 siempre cumple esto, debe ser ker f = {1,}. Reciprocamente,
supongamos que ker f es trivial y que f(x) = f(y). Entonces 15 = f(x)f(y)_1 =
FfO™H = f(xy™h), y por tanto xy~! € ker f, luego debe ser xy~! = lIg yen
consecuencia x = y, lo que demuestra que f es inyectiva. u

4.6 GRUPOS ciCLICOS

Definicion 4.81. Si x es un elemento de un grupo G, el orden de x, representado por |x]|,
es el menor de los enteros positivos n tales que x"” = 1 (0 nx = 0 en la notacién aditiva).
Si no existe tal entero, decimos que x es de order infinto, hecho que representaremos
por |x| = oo.
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Si G es un grupo y x € G es de orden finito n, entonces la lista

1=x0, x2, X3, ... ,xm L

exhibe sin repeticiones a todos los elementos del grupo ciclico (x) = {x" | n € Z}. En
efecto, pues si ocurriese una repeticién en la lista, digamos x' = x/ con 0 <i < j < n,
entonces tendriamos que x/~' = 1 con 0 < j —i < n, en contradiccién con la suposicién
de que n es el orden de x. Por otra parte, el hecho de que la lista sea exhaustiva se deduce
de que si k es cualquier entero entonces, por el algoritmo de la division, la potencia x*
puede escribirse como

xk = x I = xanxr = xT 4.4)

con 0 < r < n, y por tanto dicha potencia esta incluida en la lista de arriba. Asi pues,
(x) = {1,x,x2,...,x""'}, y en particular

x| = 1{x)] .-

Ejemplo 4.82. En el grupo de Klein (ejemplo 4.25), todo elemento distinto de la identi-
dad es de orden 2, como podemos verificar observando que los elementos de la diagonal
de su tabla de multiplicar son siempre la identidad. <

Ejemplo 4.83. En el grupo diedral Dg (ejemplo ??),ry r? son de orden 4, mientras
que r y cualquier reflexién de Dyg son de orden 2. <

Ejemplo 4.84. El grupo simétrico Z; consiste de la identidad, tres transposiciones y
dos 3-ciclos. Las transposiciones son de orden 2 y los 3-ciclos son de orden 3. <

Ejemplo 4.85 (Orden de un r-ciclo). En general, el orden de un ciclo de X, es igual
a la longitud del mismo. En efecto, pues si a = (i i, i3 ... i,), entonces a"(ij) =ik

paratodo j = 1,...,ry donde el indice j + k se toma mddulo r, asi que ak(ij) =1;si
y sélo si k = 0 (méd r). Esto significa que a* = 1 si y sélo si k es miltiplo de r, y por
tanto debe ser |a| =r. <

Observemos que la descomposicién de x* dada en (4.4) nos dice que tendremos

xt=xJ siy sélo si i = j(médn).

En particular, x¥ = 1 siy s6losin | k.

Por otra parte, cuando x es de orden infinito también tenemos |x| = |(x)| = oo,
pues es evidente que en este caso las potencias de x son todas distintas. En particular,
xk =1siysélosik=0.

Para referencia posterior, recopilamos en la proposicién siguiente lo que hemos
concluido hasta ahorita.

Proposicion 4.86. Sea G un grupo y x un elemento de G. Si x es de orden finito n,
entonces

(a) x* = 1siysolosin]|k;
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(b) x' = x/ siysélosii = j(médn);

(¢) las distintas potencias de x son exactamente 1, xx2, . xn L

@ Kx)|=n
En cambio, si x es de orden infinito,

(e) las potencias de x son todas distintas, y en particular x* = 1 si y sélo si k = 0;
® [(x)| = 0.

Supongamos que G = (x) es de orden finito n y que k es un entero positivo. Vamos
a determinar cuando es que un elemento x™ € G esté en el subgrupo (x*). Desde
luego, esto ocurre si y sélo si x'* = x™ para algiin entero 7, que a su vez equivale a que
x'®=m = 1, y esto sera cierto, de acuerdo con (a) de la proposicién anterior, si y s6lo
sin | thk —m, o sea, siy solo sitk — sn = m para cierto s € Z. Esta altima relacién
puede satisfacerse si y solo si m es un miltiplo de mcd (k, n), lo que equivale a que
x" e (med(k’”)>. Tenemos, por lo tanto, que

<xk> _ <xmcd(k,n)> )

Como consecuencia inmediata, deducimos que x* sera un generador de G = (x) siy
s6lo si k y el orden de G son primos relativos. De ser asi, en particular tendremos que el
orden de x* ser el mismo que el de x.

Por otra parte, si k es un divisor de n = |x|, entonces existe un entero m tal que
n = mk y por tanto que x" = 1, luego es claro que m tiene que ser el orden de x*. Asi
pues, cuando k | n,
k| -

k

Ahora bien, si k es arbitrario, el hecho de que (x*) = (x™®m) nos dice que

|x

|xk | = |xm°d(k’”) |, y como mcd (k, ) es un divisor de n, tenemos que
n
R p——
mcd (k, n)

El teorema siguiente retine las conclusiones de arriba.

Teorema 4.87. Sea G un grupo y sea x € G de orden finito n. Para todo entero k, se
verifican los hechos siguientes:

(a) <xk> = (med(k’”)>. En particular, <xk> = (x) si y sélo si k y n son primos
relativos;

n

n
® M= e =

. En particular, si k | n entonces |x

Apliquemos los resultados que hemos juntado hasta el momento a un grupo ciclico
finito concreto, el grupo aditivo Z,. Este grupo esti generado por [1] y por tanto



58 CapiTULO IV. TEORIA DE GRUPOS

[[1]] = 12. Puesto que toda clase [k] € Z,, es de la forma k[1], el inciso (b) de la
proposicion anterior, adaptado a la notacion aditiva de Z,, nos da que

n
k]| = |k[1]] = —————.
[Lk]| = [k[1]] med (k.12)
En particular, cuando k | 12 tendremos
k
k]| = —.
1Kl = 3

Con estas féormulas, determinamos que los 6rdenes de los elementos de Z;, son como
se indican en la tabla siguiente.

(x| (1] | (21 | 3] | (41| [5] | (6] | [71 | [8] | [9] | [10] | [11]
[[x]] | 12 | 6 4 3 12 | 2 12 | 3 4 6 12

Una forma de visualizar por qué, por ejemplo, |[2]] = %, es mediante un grafo

circular que represente el calculo de ([k]). Dicho grafo se obtiene disponiendo los
elementos del grupo Z, en un arreglo circular y uniendo el elemento i[k] con el
elemento (i + 1)[k] paracadai = 0, 1, 2, ... hasta que regresemos de nuevo a la identidad
[0]. Por ejemplo, el grafo circular que representa la generacidn del subgrupo

([21) = {01, 2], [4]. [6], [8], [101}.

es el que se muestra en la figura 4.1. Para obtener este grafo simplemente recorremos
los vértices de dos en dos, empezando desde la identidad [0] y uniendo los vértices que
encontremos en el recorrido.

0
/ \
10 2

Figura 4.1. Grafo circular para los mdltiplos de [2] en Z ,.

Desde luego, para construir el grafo correspondiente a la multiplicacién por [3],
hacemos lo mismo pero avanzando de tres en tres vértices, como se muestra en la
figura 4.2.
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0
11 1
10 2
9 3
\ /
7 5
6

Figura 4.2. Grafos circulares para los miiltiplos de [2] y los de [3] en
Z,,.

Usando el teorema 4.87, encontramos también que los generadores de Z;, son las
clases [1], [5], [7], [11], pues son éstas las clases cuyos elementos son primos relativos de
12. La figura 4.3 nos permite contemplar el grafo circular para el célculo de ([5]) = Z,.

Consideremos ahora el grupo Z, y los subgrupos ([4]) y ([8]). Si calculamos sus
elementos de forma explicita, encontramos que dichos grupos son iguales, aunque esto
se determina con mayor facilidad mediante el inciso (a) de la proposicién ? ?, que nos
dice que

([8]) = ([mcd (8,20)]) = ([4]) .

La figura 4.4 muestra el grafo circular correspondiente al calculo de estos subgrupos.

Recordemos que, para todo entero n, la aplicacion ¢ de Euler nos da el niimero ¢(n)
de enteros entre 0 y n que son primos relativos de n. Asi, como consecuencia inmediata
del teorema 4.87, tenemos que

Corolario 4.88. Si x es de orden finito, existen exactamente ¢(n) generadores de (x).

Algo mas que podemos deducir facilmente del teorema 4.87 es que

Figura 4.3. Grafo circular para la multiplicacion por [5] € Z,.



60 CapiTULO IV. TEORIA DE GRUPOS

AN

16
15 5
14 6
13 7
R<—38
1 59 9

Figura 4.4. Grafos circulares para la multiplicacién por [4] y por [8] en
Z,,, en los que se observa que ([4]) = ([8]).

Corolario 4.89. Si G es un grupo finito, entonces el niimero de elementos de G de orden
d es un miiltiplo de ¢(d).

Demostracion: Si x y y son dos elementos de G de orden d, entonces o bien (x) = (y)
o bien (x) N {y) = 1, de manera que todo elemento de orden d estd en exactamente un
subgrupo ciclico de G de orden d. Entonces, si G cuenta con k subgrupos asi (donde k
es finito por serlo el orden de G), habra precisamente k¢(d) elementos de orden d en
G. L

Hasta ahora la informacién que hemos encontrado sobre los subgrupos de un grupo
ciclico esta limitada al caso en que éstos son a su vez ciclicos. Resulta que no es necesario
contemplar subgrupos de otro tipo, pues

Teorema 4.90. Todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.

Demostracion: Supongamos que G = (x) y que H es un subgrupo de G.Si H = 1,
entonces H es trivialmente ciclico. Supongamos pues que existe al menos un entero
positivo k tal que x* € H. Entonces existe el menor entero m tal que x” € H. Vamos a
demostrar que H = (x™). En efecto, pues si x* € H con k un entero positivo, debe ser k
un multiplo de m, ya que por el algoritmo de la divisién podemos escribir k = gm+r con
0 < r < m,y sifuese r > 0 tendriamos x" = xk~9" = x¥x~9" € H, en contradiccién
con la minimalidad de m. Por tanto, es r = 0 y con ello k es un multiplo de m. Esto
demuestra que todo elemento de H es una potencia de x™, o sea que H = (x™). u

En la demostracién anterior vimos que si G = (x) y H < G, entonces H = (x™)
con m el menor entero positivo tal que x™ € H. Cuando G es de orden finito », tenemos
que ademas m | n, pues de otro modo n = gm + r con 0 < r < m, lo que no puede ser
por que x" = x"x79" = x~9" € H, en contradiccién con la minimalidad de m.

Si G = (x) es un grupo ciclico infinito entonces las potencias de x son todas distintas,
luego todo subgrupo H < G también es ciclico infinito. En cambio, si G es de orden
finito, los teoremas 4.90 y 4.87 nos permiten establecer lo siguiente.
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Teorema 4.91. Sea G = (x) de orden finito. Si H < G, el orden de H divide al orden
de G. Reciprocamente, si d es un divisor del orden de G, entonces G tiene un iinico
subgrupo de orden d.

Demostracion: Sea n el orden de G. En la demostracién del teorema 4.90 vimos que
si H < G entonces H = (x™) donde m es el menor entero positivo tal que x" € H,
que como vimos cumple también que m | n, luego por (b) del teorema 4.87 el orden de
| H| = n/m, que es un divisor de n.

Reciprocamente, sea d un divisor de n = |G|. Entonces H = (x”/d ) es un subgrupo
de orden d por (b) del teorema 4.87. Para ver que éste es el inico subgrupo de dicho
orden, supongamos que K < G con |K| = d. Entonces K = (x™) donde m es el menor
de los enteros tales que x” € K, y como también m | n, el inciso (b) del teorema 4.87
nos da que

d=|x" =2
m
y por tanto que m = n/d, es decir, K = (x™) = <xn/d>_ -

Resulta pues que un grupo G = (x) de orden finito » tiene un tnico subgrupo H
para cada divisor d | n. Mas adelante demostraremos que esta caracteristica es exclusiva
de los grupos ciclicos (o sea, que cualquier grupo que cumpla esto debera ser ciclico).

Observemos que el corolario 4.88 nos permite establecer con facilidad una férmula
elemental de la teorfa de nimeros: si n es cualquier entero positivo, entonces

n= Z d(d). 4.5)

dln

En efecto, pues supongamos que (x) es de orden n. Entonces para cada divisor d de n
existe exactamente un subgrupo H,; = (x”/ d) de orden d, y si gen (H d) representa el
conjunto de los generadores de H ;, entonces, como ya vimos,

|gen (H,)| = ¢(d).

Puesto que todo elemento de (x) es generador de un tnico H, para algin d | n, tenemos
que (x) es la unién disjunta

(x) = U gen (Hy),

dln
de donde se sigue que
n=1[(x) = ) |gen (Hy)| = Y ¢(d).
dln dln

Terminamos esta seccién mostrando que no es necesario adoptar un enfoque abstracto
al tratar con grupos ciclicos, si no que podemos concentrarnos por completo en los
grupos Z y Z,, ya que, en esencia, éstos son los tinicos grupos ciclicos que existen.

Teorema 4.92. Todo grupo ciclico infinito es isomorfo a Z y todo grupo ciclico finito
loesaz,.
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Demostracion: Sea (x) ciclico. Es evidente que la aplicaciéon f : Z — (x) dada por
f (k) = x* es un epimorfismo de grupos. Si ker f es trivial, entonces f es un isomorfismo
y por tanto (x) ~ Z. Supongamos ahora que ker f # 0. Entonces existe el menor entero
positivo m tal que m € ker f, y de hecho ker f = mZ. Observamos que f(i) = f(j)siy
solosii—j € ker f = mZ, o sea, siy s6lo si las clases residuales [i],, y [j],, son iguales
en Z,,. Asi pues, x' = x/ siy s6lo si [i],, = [j],,» por lo que la aplicacién g : (x) — Z,,
dada por x* = [k] est4 bien definida y es inyectiva. Puesto que claramente se trata de un
epimorfismo, concluimos que (x) ~ Z,,. L

4.7 CLASES LATERALES; EL TEOREMA DE LAGRANGE

En esta seccién obtendremos uno de los resultados elementales mas importantes de
la teorfa de grupos finitos: el teorema de Lagrange. En la seccion anterior demostramos
que el orden de todo subgrupo de un grupo ciclico G divide al orden de G (teorema 4.91).
El teorema de Lagrange nos dice que esta relacion entre el orden de un grupo y sus
subgrupos no es exclusiva de los grupos ciclicos, sino que en realidad se cumple para
todo tipo de grupos. Este hecho tan notable se demuestra con facilidad tras conocer los
conceptos que introduciremos a continuacion.

Definicién 4.93. Sea G un grupoy H < G. Decimos que dos elementos x y y de G son
congruentes por la derecha médulo H si

xy_1 € H,

hecho que indicaremos mediante la notacion x =; y (m6d H). Similarmente, x y y seran
congruentes por la izquierda médulo H, en simbolos x =; y (méd H), si x'ye H.

En otras palabras, x y y son congruentes por la derecha mddulo un subgrupo H si
x = hyparaalgin 2 € H,y lo son por la izquierda médulo H si existe un 2 € H tal que
x = yh. Se verifica de inmediato que estas congruencias son relaciones de equivalencia.

Definicion 4.94. Sea H un subgrupo de un grupo G. Llamamos clase lateral derecha
(resp. clase lateral izquierda) de x por H, representada H x (resp. xH), a la clase de
equivalencia de x € G por larelacion de congruencia por la derecha médulo H (resp. por
la relacion de congruencia izquierda mddulo H).

Desde luego,
Hx={hx|he H} y xH ={xh|he H},

y por lo tanto xH = Hx = H siempre que x € H. En particular, |H = Hl1 = H. A
demas, puesto que las clases laterales son clases de equivalencia, tenemos que

xHnyH #@ implica xH =yH.

En particular, si y € xH entonces yH = xH.
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Cuando empleamos la notacidn aditiva para la operacién de un grupo G, las clases
laterales derecha e izquierda de un subgrupo H por un elemento x € G se representan,
respectivamente, por

H+x={h+x|he H} y x+H={x+h|he H}.

=7 -4 -1 2 5 8

Figura 4.5. Las 3 clases laterales del subgrupo 3Z en Z.

Ejemplo 4.95. El grupo Z es abeliano y por tanto x + H = H + x para todo subgrupo
suyo H y todo entero x. Ahora bien, los subgrupos de Z son todos de la forma mZ para
algtin entero m de acuerdo con el teorema 4.90, y x, y € Z son congruentes mddulo el
subgrupo mZ si'y solo si x —y € mZ, es decir, si y s6lo si x = y (mdd m). Por tanto,
X+ mZ = y+ mZsiy sélo si x = y(mdéd m), de manera que mZ tiene exactamente
m — 1 clases laterales distintas:

mZ, 1+ mZ, 24+ m2,..., (m-=1)+mZ7Z. <
Ejemplo 4.96. El grupo circular S de los niimeros complejos cuyo médulo es la unidad

es un subgrupo de C*, el grupo multiplicativo de los niimeros complejos no nulos. Si
z € Cyr =|z|, entonces

zSt = {re? | 0 € [0,27)).
Asf, la clase lateral zS'! es la circunferencia del plano complejo con centro en el origen

y radio r = |z|. Por lo tanto, zS' = wS" siy sélosi |z| = |w]|. <

Ejemplo 4.97. Consideremos el subgrupo H = SL(n, R) del grupo GL(n,R). Si A €
GL(n, R), entonces la clase lateral AH consiste de las matrices cuyo determinante es
igual a det A. Por ejemplo,

(—03 3) SL(2,R)={M € GL(2,R) | det M =5}. «

Ejemplo 4.98. Sea f : G — H un homomorfismo de grupos. Entonces

[ @) =(x€G| f(x)=f(g) =gker f
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Figura 4.6. Clases laterales del grupo circular S'.

para todo g € G. En efecto, pues vemos que Tenemos
f) =710 o fxy H= gy © xy ' ekerf o xker f = yker f.
para cualesquiera x, y € G. <

Proposicion 4.99. Si x y y son elementos de un grupo Gy H < G, entonces x =
y(méd H) si y sélo si x~! = y~1(méd H).

Demostracién: Tenemos que xy~! € H siysélosi yx~! = (xy~!)~! € H. [ |

Proposicion 4.100. Si G es un grupoy H < G, hay tantas clases laterales derechas
como izquierdas por el subgrupo H. Con mds precision:

[{Hx|xe€ G} =|{xH | x € G}|.

Demostracion: Definimos la aplicacion fde {Hx | x € G} en {xH | x € G} por
f(Hx) = x~' H. De la proposicion anterior se deduce que f est bien definida y que es
una biyeccion. [

Definicién 4.101. Si G es un grupoy H < G, el cardinal del conjunto de las clases
laterales derechas (o izquierdas) de H se dice indice de H en G y se representa por
|G : H]. En simbolos,

[G: Hl=|{Hx|xe G}| =|{xH | x € G}|.

Proposicion 4.102. Sea G un grupo. Cualesquiera dos clases laterales de H < G
tienen el mismo cardinal. En particular, |Hx| = |H| = |xH|.

Demostracion: Se verifica facilmente que la aplicaciéon f : H — xH dada por
f(h) = xh es una biyeccion. [ |

Estas observaciones respecto del cardinal de las clases laterales nos dan de inmediato
el resultado principal de esta seccion.
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Teorema 4.103 (Lagrange). El orden de todo subgrupo H de un grupo finito G divide
al orden de G, con
|G| =[G : H]|H]|.

Corolario 4.104. El orden de todo elemento x de un grupo finito G es un divisor del
orden de G, y por tanto x!¢ = 1.

Del corolario anterior podemos deducir deducir algunos resultados conocidos de la
teoria de nimeros.

Corolario 4.105 (Euler). Si x y n son enteros positivos con med (x, n) = 1, entonces
x®™ =1 (médn).

Demostracion: Si (x,n) = 1 entonces [x] € U(Z,), y por el corolario anterior ¢p(n) =
|U(Zn)| es un multiplo del orden de [x], luego debemos tener [x]¢"™ = [1], de donde
se sigue el resultado deseado. u

Corolario 4.106 (Fermat). Si p es un niimero primo 'y x un entero cualquiera, entonces
xP = x (méd p).

Demostracion: Si p es primo entonces ¢(p) = p — 1, luego el corolario anterior nos da
que xP~! = 1 (méd p), de donde se sigue la congruencia deseada. L

Como consecuencia inmediata del teorema de Lagrange obtenemos la clasificacién
de todos los grupos de orden primo.

Corolario 4.107. Todo grupo de orden un niimero primo es ciclico.

Demostracion: Sea G un grupo de orden primo p y x # 1 un elemento de G. Entonces
|x] > 1y |x| divide a p por el corolario 4.104, pero como p es primo, necesariamente
|x| = p, luego x ha de ser un generador de G. u

Corolario 4.108. Salvo isomorfia, los tinicos grupos de orden 4 son Z, y el grupo V
de Klein.

Demostracion: Sea G un grupo no ciclico de orden 4. Si x # 1 es elemento de G,
entonces el orden de x debe ser 4 o0 2, pero como G no es ciclico debe ser |x| = 2. Asi
pues, todo elemento no neutro de G es de orden 2, que es precisamente la cualidad que
caracteriza al grupo V. u

El hecho siguiente en relacion a los subgrupos de indice 2 nos servird para demostrar
que el grupo alternado A4 no tiene un subgrupo de orden 6 pese a que dicho nimero
es un divisor del orden de A,, proporcionando asi un contraejemplo al reciproco del
teorema de Lagrange.

Proposicion 4.109. Si H es un subgrupo de un grupo G con [G : H] = 2, entonces
x*> € H para todo x € G.
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Demostracion: Si x € H entonces obviamente x* € H, ysia= a*a~! ¢ H entonces

aH # a®H, luego [G : H] = 2 implica que a> H = H y por tanto que a> € H. u
Proposicion 4.110. El grupo A, no tiene ningiin subgrupo de orden 6.

Demostracion: Si H fuera tal subgrupo, entonces H contendria a los cuadrados de
todo elemento de A,. Sin embargo, los inversos de los 3-ciclos de A, son todos de esa

forma, pues 1 = (a b ¢ =(abc)abc), osea que (a b o) l=(@ab c)z. Asi, puesto
que x € Hsiysélosi x~! € H, el subgrupo H contiene a todos los 8 ciclos de longitud
3, en contradiccién con que |H| = 6. u

Definicién 4.111. Sea G un grupo y sea P*(G) la coleccion de los subconjuntos no
vacios de G. Si H, K € P*(G), el producto de H y K (en ese orden) es el elemento
XY de P*(G) dado por

XY ={hk|he H,k € K}.

Cuando K = x, escribiremos Hx y xH en lugar de H{x} y {x}H, respectivamente.

La asociatividad del producto en G nos da la asociatividad del producto en P*(G),
0 sea que
XY)Z=X(Y2Z)

para cualesquiera X,Y,Z € P*(G). Ademas, es claro que 1H = H1 = H, luego

{1} € P*(G) es una identidad en P*(G), por lo que P*(G) tiene estructura de monoide

(definicién 4.12). Sin embargo, P*(G) no es nunca un grupo salvo en el caso trivial

G = {1}, pues en cualquier otro caso existiran subconjuntos de G que no tienen inverso.
Si H es un subgrupo de G, entonces obviamente

HH =H,

y lo reciproco también es cierto cuando H es de orden finito, como se deduce de la
proposicion 4.58. No obstante, el lector debe estar prevenido de que el producto H K de
dos subgrupos Hy K de G no es en general un subgrupo, aunque la proposicion de abajo
nos da un criterio para determinar cuando si lo es. Mas adelante (por ejemplo, en la
proposicion 4.128) veremos otras condiciones bajo las cuales el producto de subgrupos
es de nuevo un subgrupo.

Proposicion 4.112. Sean H y K subgrupos de un grupo G. Entonces HK es un sub-
grupo de G siy solo si HK = K H.

Demostracion: Para todo subconjunto X de G, definamos X! = {x~! | x € X}. Si
H es un subgrupo de G, obviamente H~! = H. Por tanto, si HK < G,

HK =(HK)'!=Kk"'H-'=KH.

Reciprocamente, si HK = K H, tendremos que (HK)_l =K 'H'=KH =HK,o
sea que H K cerrado respecto a la toma de inversos. A demés

(HK)HK)=(HK)YKH)= HKK)H = HKH = HHK = HK,

de manera que también es cerrado respecto a la operacidn del grupo. Puesto que es claro
que 1 € HK, la proposicioén 4.56 nos dice que HK < G. u
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En esta seccion, nuestro interés principal en relacién al producto de subconjuntos de
un grupo es el resultado siguiente.

Teorema 4.113. Sean H y K subgrupos finitos de un grupo G. Entonces

_ H[|K]

|HK| = .
|H N K|

Demostracion: Sea HNK = {x,...,x,}y f : HXK — HK lasobreyecciéon dada
por f(h, k) = hk. Vamos a demostrar que para cada x € HK, tenemos | f~'({x})| = n,
de donde se sigue que

|H||K|=|HxK|=|HK|n=|HK||HnK]|.

Sean h € Hy k € K fijos y definamos h; = hx; y k; = x,-k_1 paracadai=1,...,n. Es
inmediato que f(h;, k;) = f(h, k) paratodoi =1, ..., n, asi que | f~Y({hk})| > n. Por
otraparte, si f(h', k") = f(h, k),entonces h' k' = hk, es decir, hln' =kk'~! € HNK,
luego ' = hx; = h; y k' = x;k~' = k; para algin i = 1,...,n, y por lo tanto
|~ ({hk})| < n. Esto demuestra que | f~'({x})| = n. [ |

Observemos que si dividimos la igualdad del teorema anterior entre K, obtenemos

|H| __ |HK]
|H N K| K|’

de modo que si HK es a su vez un grupo, tendremos
[H: HNnK]=[HK : K]. (4.6)

Teorema 4.114. Si G es un grupo de orden 2p con p un nitmero primo, entonces G ~
Z2p 0G ~ sz.

Demostracion: Sabemos que el teorema es cierto para p = 2, pues los Ginicos subgrupos
deorden4 son Z, y V ~ Z, X Z,, y este tltimo es D, de acuerdo con la definicién ? 2.
Supongamos pues que p > 2y que G % Z,,, de tal manera que todos los elementos
de G son de orden menor a 2p. Vamos a demostrar que esto implica que G =~ D,,.
Comenzamos por comprobar que G tiene un elemento de orden p, pues si no fuese asi
todo elemento no neutro de G seria de orden 2, lo que implicaria que G es isomorfo
al producto Z, X -+ X Z, de p > 2 copias de Z,, y por tanto contendria un subgrupo
isomorfo a V, lo que no puede ser por que |V| = 4  2p para p > 2. Sea pues r un
elemento de G de orden p. Entonces [G : (r)] = 2 y por tanto (r) contiene a todos los
cuadrados de elementos de G. Tomando un s & (r), el hecho de que s> € (r) implica
que s & <52> y por tanto que |s2| < |s|, y como |s2| = |s|/mcd (2, |s|), | s| tiene que ser
divisible entre 2 y asi |s| # p, luego necesariamente |s| = 2. De todo esto concluimos
también que (r) N (s) = {1}, o seaque |[(r, s)| = 2p. Puesto que rs & (r), rs es de orden
2, de donde se sigue que rs = sr™ L. u

Definicion 4.115. Sea G un grupo. Si existe un entero positivo n tal que x” = 1 para
todo x € G, decimos que G es de exponente finito, y llamamos exponente al menor de
los enteros n que cumplen esto.
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4.8 SUBGRUPOS NORMALES

Definicion 4.116. Un subgrupo N de un grupo G se dice normal en G si para todo
x € G, xN = Nx. Para indicar que éste es el caso, escribiremos

N KG.

Asi pues, cuando tenemos un subgrupo normal podemos hablar de sus clases latera-
les sin aclarar por qué lado se estan considerando. Antes de dar ejemplos de subgrupos
normales, conviene contar con diversas maneras de verificar la normalidad de un sub-
grupo.

Proposicion 4.117. Sea G un grupo y N un subgrupo de G. Son equivalentes los enun-
ciados siguientes:

(a) N 4G;
(b) toda clase lateral izquierda de N en G es una clase lateral derecha de N en G;
(¢) para todo x € G, xNx~ ' =N, conxNx~! = {xnx_1 |ne N};

(d) paratodo x € G, xNx~ ! c N;

Demostracion: La implicacion (a) = (b) es obvia. Para ver que ademas (b) = (a),
supongamos que x N = Ny para algin y € G. Entonces x € xXN N Nx = Nyn Nx,
pero entonces x N = Ny = Nx, ya que dos clases laterales o son disjuntas o son iguales.

(a) = (d) Todo xn con x € Gy n € N es de la forma n’x con n’ € N. luego
xnx~!' =n'xx~! =n’ € Ny por tanto xNx~! C N.

(d) = (c) Si xNx~! € N, entonces, para todon € N, x(n~')x™! =n’ conn’ € N,
yasin=x(n""Hx~! € xNx~!, de donde se deduce la inclusién inversa y por lo tanto
la igualdad de xNx~ !y N.

(c) = (a) Tenemos Nx = (xNx1)x, y es inmediato que este tltimo conjunto es

xN. u
Ejemplo 4.118. Si G es un grupo abeliano, es inmediato que todo subgrupo H de G
es normal en G:si x € Gy h € H, entonces xhx~! = xx“'h = h € H, luego
xHx ' cHyasi H<G. <

Ejemplo 4.119. Si G es un grupo, el conjunto
Z(G)={g € G| xg = gx paratodo x € G},

formado por los elementos de G que conmutan con todo elemento de G, se llama centro
de G, y se comprueba sin dificultad que Z(G) < G. <

Ejemplo 4.120. El grupo alternado A,, es normal en X,,. Para ver esto, recordemos que
la proposicion 4.48 nos dice que 767! = 67 y o tienen la misma estructura de ciclos
para cualesquiera o, 7 € %, luego o serd par si o lo es, y por lo tanto rA,,r‘l CA,
esdecir, A, JX,. <
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Ejemplo 4.121. Sea Gun grupoy H < G con [G : H] = 2. Entonces las tnicas clases
laterales de Hson Hy G\ H.Si x € H entonces xH = H = Hx,y si x ¢ H entonces
xH = G\ H = Hx. Por tanto, en cualquier caso xH = Hx y asi H < G. Observemos
que la conclusion de este ejemplo nos da otro argumento del por qué A, < X,. <

Ejemplo 4.122. En el grupo diedral Dg, los subgrupos (r), <s, r2> y <rs, r2> son de
orden 4 y por tanto de indice 2. Como vimos en el ejemplo 4.121, esto implica que
tales subgrupos son normales en Dg. Puesto que |(s)| = 2, también [(s, r2> ()] =2,
luego se dan las relaciones (s) < (s, r*) < Dg. Sin embargo, no es cierto que (s) < Dy,
pues por ejemplo

r{s) ={r,rs} y (syr={r,sr},

y como rs # sr, estas clases son distintas y por lo tanto (s) no puede ser normal en Dyg.
Este ejemplo demuestra que la relacién de ser un subgrupo normal no es en general
transitiva. <

Ejemplo 4.123. Sea K el subconjunto de X, formado por la identidad y las permuta-
ciones cuya estructura de ciclos es (a b)(c d). En 2, existen

1/1 1
§<§(4.3).§(2-1)>=3

permutaciones con la estructura indicada. Con mas detalle, tenemos que
K={1,02)34),(13)24),(14)23)},

y es facil comprobar que K < A, < %, y que, de hecho, K es isomorfo a V, el grupo
de 4 de Klein. Puesto que la conjugacién de permutaciones preserva la estructura de
ciclos (teorema 4.49), tenemos que si @ € K entonces a° = cac~' € K para toda
permutacién o € X, por lo que K g %, y también K < A,. Conviene observar de paso
que X, contiene otros subgrupos isomorfos a V que no son normales en X, como es el
caso del subgrupo ((1 2), (3 4)). <

Uno de los ejemplos mas importantes de un subgrupo normal nos la da la proposicién
siguiente.

Proposicion 4.124. Para todo homomorfismo de grupos f : G — H, ker f es un
subgrupo normal de G.

Demostracion: Sin € ker f, entonces para todo x € G tendremos
fenx™) = ffMfH = Ffx0) =1y
y por tanto x(ker f)x~! C ker f, o sea que ker f < G. u

Ejemplo 4.125. La proposicion 4.124 nos da otra razén mas del por qué A, < X,
ya que sgn (la signatura de permutaciones) es un homomorfismo de X, en el grupo
multiplicativo {1,—1} y por definicién A, = ker(sgn). <
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Otro hecho elemental, cuya demostracidén se deja como ejercicio al lector, es que los
homomorfismos de grupos conservan la relacién de normalidad:

Proposicion 4.126. Si f : G — H es un homomorfismo de grupos. Si N 1 G y
M < H, entonces f(N) < f(G)y f~{(M) < G.

Para concluir esta seccion, presentamos algunos resultados basicos en relacion a los
subgrupos normales.

Proposicion 4.127. Si G es un grupoy N < G, entonces paratodo H < G, (HNN) <
H.

Demostracién: Seax € Hyn € (H N N). Puesto que N es normal en G, xnx™! € N,
y como x,n € H, también xnx~l e H, luego xnxl e (H n N). Esto demuestra que
H N N esnormal en H. u

Si S'y T son subconjuntos de un grupo G, usaremos la notacion (.S, T) para represen-
tar el subgrupo de G generado por S UT. Més en general, si Sy, ..., .S, son subconjuntos
de G, definimos

(S Sy =(S1u--—uUsS,).

Proposicion 4.128. Si Ny H son subgrupos de un grupo Gy N Q G, entonces NH <
G, y de hecho
(N,Hy=NH=HN.

Mads aun, si también H es normal en G, entonces N H < G.

Demostracion: Desde luego, NH C (N, H). Por otra parte, el hecho de que N < G
implica que NH = HN, asi que N H es un subgrupo de G por la proposicion 4.112,
y como claramente contiene a N U H, debe ser (N, H) C N H. Esto demuestra que
(N,Hy=NH = HN.

Si H < G, entonces xNH = (xN)H = (Nx)H = N(xH) = N(Hx) = NHx,
luego NH <1 G. u

Si N{ y N, son subgrupos normales de un grupo G, entonces
Ny NN, 4G,

pues sin € N; N N, entonces xnx~! € N, y xnx~! € N, para todo x € G por ser
N,, N, <G,y de esto se sigue que xnx~! € N; N N, y por tanto que

X(Nl N N2)x_l C Nl N N2,

que nos dice que Ny N N, < G. Esta conclusién y la de la proposicion 4.128 puede
generalizarse a cualquier familia de subgrupos normales.

Proposicion 4.129. Sea G un grupo y { N, },c; una familia de subgrupos normales de
G. Entonces

(@ (N;)._, 2G;

iel —
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® N, N, <G

Demostracion: (a) Sea { H;},c; la familia de subgrupos de G que contienen a todo N;
y x un elemento cualquiera de G. Entonces N; = xN,x~! ¢ xH jx_1 paratodoi € I'y
todo j € J, o sea que {xHjx_1 Yies = {Hj}ig;- Por lo tanto, si h € (N;),_,, también
xhx~! e <Ni>iel’ luego este subgrupo es normal en G.

(b) Se deduce de que n € N, implica xnx~! € N, paratodo i € I. L

La proposicion anterior y el subgrupo K < A, identificado en el ejemplo 4.123
pueden usarse para dar otra demostracion de que A, no tiene ningin subgrupo de orden
6 (proposicion 4.110): si fuese H < A, con H = 6, entonces [G : H] = 2y por tanto
H 9 Ay, luego H N K < Ay, pero el hecho de que

H| |K -4
HIKl _ 64 _

|HK]| = = <
|[HNK| |HNK]|

y de que | H N K| es divisor comin de | H| y de | K| implican que |H N K| = 2, por lo
que H N K contiene exactamente una permutacion no neutra de estructura (a b)(c d).
No obstante, encontramos que

[(@ab)(cd)]“@b9) =(bec)ad) ¢ HNK,

en contradiccion con que H N K < Ay.

EJERCICIOS

4.1. Sea H el subgrupo de X, formado por las permutaciones que fijan 4. ;(Es H normal
enX,?
Solucién: No lo es. Por ejemplo, (1 2) € H, pero (1 2)®% = (14) ¢ H.

4.2. Sea G un grupoy N < G. Demostrar que N < G si y s6lo si la congruencia
izquierda médulo N es una relacién de congruencia en G. (Desde luego, la situacion es
la misma para las congruencias derechas).

Solucion: Supongamos que N I Gy que xN =x' Ny yN =y’ N. Entonces

xyN =x(Ny) = x(Ny") = (x'N)y' =x'"(Ny') =x"(y) N) =x"y'N,
lo que muestra que x =, x’ (méd N) y y =; ' (méd N) implican xx’ = yy’ (méd N), lo que
significa que - =; - (m6d N) es de congruencia en G.

Reciprocamente, supongamos que la congruencia izquierda médulo N es una relacién de
congruencia en G, y sean € N. Puesto que xaN = xN y x !N = x~! N para todo x € G,
tenemos que

xnx !N =xx"'!N =N,

o sea que xnx~! € Ny por tanto x Nx~! C N, asf que n < G por la proposicién 4.117.

4.3. Demostrar que si H es un subgrupo de G, también lo es x Hx~! para todo x € G,
y de hecho H ~ xHx™!.
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4.4. Sea G un grupo finito. Demostrar que si H es el tinico subgrupo de G de orden n,
entonces H < G.

4.5. Demostrar que todos los subgrupos de el grupo H de los cuaterniones son normales.

4.6. Demostrar que el centro de X, es trivial para n > 3.

4.9 GRUPOS COCIENTE

Si N es un subgrupo normal de G, podemos hablar del conjunto de las clases laterales
de N en G sin necesidad de aclarar si se trata de clases laterales derechas o izquierdas.
Observamos que si xN = x’ Ny yN =y’ N, entonces la normalidad de N implica que

xyN =x(Ny) =x(Ny')=(xX'N)y' =x'(Ny") =x'"(y) N) =x"y'N,

luego la multiplicacidn de clases laterales dada por (x N)(yN) = xyN es una operacion
bien definida en el conjunto de todas ellas. Es inmediato verificar que se trata de una
operaci6n asociativa y que tiene a N como elemento neutro y a x~! N como inverso de
x N para todo x € N. Estas observaciones le dan validez a la definicién siguiente.

Definicién 4.130. Si G es un grupo y N un subgrupo normal de G, llamamos grupo
cociente de G por N al conjunto de clases laterales de N en G junto con la multiplicacién
de clases dada por

(xN)(yN) = xyN

para cualesquiera x, y € G. A dicho grupo lo representaremos por G/H.

Ejemplo 4.131. De la discusién del ejemplo 4.95 deducimos que los grupos cociente
que podemos formar a partir del grupo Z son los de la forma

ZimZ = {mZ,1 +mZ,2+mZ,...,(m—1)+mZ}.

En este caso observamos también que
ZimZ = {1+ mZ),
luego dicho grupo cociente es ciclico de orden m y por tanto debe ser
ZImZ ~ 7,
en virtud del teorema 4.92. <
Ejemplo 4.132. En el ejemplo 4.123 vimos que
K ={1,(12)(34),(13)24),(14)23)}

es un subgrupo normal de A, (y también de X,), por lo que podemos formar el grupo
cociente A4/K. Puesto que |A4/K| = |A4| /K| = 12/4 = 3, el grupo A,/K debe ser
ciclico por el corolario 4.107, de modo que

A4/K ~ Z3

de acuerdo con el teorema 4.92. <
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Ejemplo 4.133. Consideremos el subgrupo <r2> del grupo diedral Dg generado por
la rotacién r de 90° grados y una reflexion s. De la relacién rs = sr~! obtenemos que
r's = sr7' para todo entero i, y en particular r>s = sr=> = sr por ser r* inverso
de si mismo. De esta tltima igualdad se deduce ficilmente que > conmuta con todo
elemento de Dg y por tanto que <r2> < Dg, luego existe el grupo cociente Dg/ <r2>,
cuyos elementos son las |D8 | / | <r2>| = 8/2 = 4 clases laterales

<r2>={1,r2} r<r2>=r,r3

s<r2> = {s,sr?} rs <r2> =rs,rs.

Comprobamos facilmente que ninguna de estas clases genera a Dg/ <r2>, luego el
corolario 4.108 nos dice que debe ser

Dy/ () =V,
con V el grupo de 4 de Klein. <

Ya hemos visto, con el contraejemplo dado en la proposicion 4.110, que el reciproco
del teorema de Lagrange no es cierto en lo general. Sin embargo, mas adelante (teo-
rema 4.162, conocido como teorema de Cauchy) veremos que este teorema admite un
reciproco parcial, siendo cierto para el caso en que el divisor del orden del grupo es un
ndmero primo. De momento, los resultados con los que contamos nos permiten dar una
demostracion de este hecho cuando el grupo en cuestion es abeliano, pues en ese caso
todos los subgrupos son normales y tenemos la posibilidad de formar grupos cocientes
en todo momento.

Teorema 4.134. Si G es un grupo abeliano y p es un niimero primo divisor del orden
de G, entonces G tiene un elemento de orden p.

Demostracion: Lo demostraremos por induccion sobre |G|. El caso base, |G| = 1, se
verifica trivialmente por que en ese caso |G| no tiene divisores primos. Supongamos
ahora que el resultado es cierto para grupos de orden menor a |G| y sea x un elemento
no neutro de G. Si p divide al orden de x entonces el resultado es inmediato, pues en
ese caso |x| = kp para algin entero k y el apartado (b) del teorema 4.87 nos da que
|xk| = kp/k = p. Supongamos pues que p } |x|. Siendo ese el caso, p serd entonces un

divisor de Gl
|G/ {(x)| = 7=
| x|

i

y como |x| > 1, el nimero de arriba es menor que |G|, por lo que podemos aplicar la
hipdtesis de induccidn al grupo cociente G/ (x) para obtener un elemento y (x) de orden
D, lo que significa que y” € (x), y esto en particular implica que y # ), pues de otro
modo y € (x) y y(x) seria neutro y por tanto no podria ser de orden p. Ahora bien, por
el apartado (b) del teorema 4.87, tenemos

|3l

IVl = —————,
mcd (p, |y])
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y esto junto con el hecho de que y # y” nos dice que debe ser med (p, |y|) # 1,y al ser
p un nimero primo, esto a su vez implica que p | |y|. Asi, |y| = kp paraciertok € Z 'y
por tanto |yk| = kplk = p. u

Si G es de orden finito, entonces el teorema de Lagrange nos dice que x!¢! = 1 para
todo x € G. Puesto que x" = 1 implica que |x| divide a n, resulta que el exponente
de G es miiltiplo del orden de todo elemento x € G. Por otra parte, el multiplo m de
los 6rdenes de los elementos de G cumple con x™ = 1 para todo x € G, asi que el
exponente de G es el minimo comtin multiplo de los 6rdenes de los elementos de G. En
particular, esto implica que un nimero primo p es factor del exponente de G si y sélo si
lo es de |x| para al menos un x € G. Esta observacion nos sirve para comprender mejor
la siguiente demostracién alternativa del teorema anterior (basada en Lang 2005, p. 33).

Demostracion alternativa: Demostramos primero que si n es un exponente de G,
entonces |G| debe dividir alguna potencia de n. Procedemos por induccidén sobre |G|,
donde el caso base |G| = 1 es inmediato. Supongamos la afirmacidn cierta para grupos
abelianos de orden menor al de G, y sea x # 1 un elemento de G. Es claro que n es
un exponente de G/ (x), luego la hipétesis de induccion nos da que |G/H| divide una
potencia de n, pero como |x| divide any

|G| = |G/H| |HI,

resulta que |G| también divide a una potencia de n.

Supongamos ahora que p es un divisor primo del orden de G. Entonces una potencia
de p divide una potencia de n, un exponente de G. Puesto que p es primo, p debe dividir
a n mismo, luego algiin elemento de G es de orden un multiplo de p, digamos x € G
con |x| = pm. Entonces x™ es un elemento de G de orden p. u

Proposicion 4.135. Sea G un grupo y Z(G) el centro de G. Si G/Z(G) es ciclico,
entonces G es abeliano.

Demostracion: Supongamos que G/Z(G) esta generado por gZ(G) y que x es un
elemento cualquiera de G. Entonces xZ(G) € ng (G) para algin k € Z, lo que
significa que x = gkz para cierto z € Z(G). Puesto que z conmuta con cualquier
elemento de G, tenemos que gx = g“t1z = gkzg = xg, 0 sea que g € Z(G) y por tanto
G/Z(G) = {(Z(G)) = 1, de donde se sigue que G = Z(G), luego G es abeliano. u

Definicion 4.136. Si G es un grupoy N < G, la aplicaciéon z : G — G/N dada por
x> xN

para todo x € G, es un epimorfismo de grupos, que llamaremos epimorfismo candnico
(o también proyeccién canénica) de G en el grupo cociente G/N.

Los conceptos anteriores nos permiten establecer el reciproco de la proposicion 4.124.

Proposicion 4.137. Si N es un subgrupo normal de un grupo G, entonces N es el
niicleo del epimorfismo canénico = : G — G/N.

Demostracion: Dicho epimorfismo esta dado por z(x) = xN. Por lo tanto, x € ker z
siy s6lo si x N = N, lo cual ocurre si y sélo si x € N. En otras palabras, N = ker 7.®
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4.10 TEOREMAS DE ISOMORFIA

En la proposicion 4.124 vimos que si f : G — H es un homomorfismo de grupos,
entonces ker f es un subgrupo normal de G, asi que dado cualquier homomorfismo de
grupos f : G — H siempre podemos formar el grupo cociente G/ ker f. Vamos a ver
que este grupo cociente guarda una estrecha relacién con la imagen del homomorfismo

f.

Teorema 4.138. Sea ¢ : G — H un homomorfismo de grupos y N < G tal que
N < ker ¢p. Entonces existe un tinico homomorfismo ¢* : GIN — H tal que

¢F o =¢.
Ademds, im ¢* = im ¢ y ¢p* es inyectiva cuando N = ker ¢p.

Demostracion: Observemos que la condicién ¢p*ox = ¢, nos obliga a definir ¢p*(x N) =
¢*(m(x)) = ¢(x), de manera que ¢* esta univocamente determinada por ¢, luego sélo
resta verificar que ¢* estd bien definida por la formula ¢*(xN) = ¢(x). Para esto,
supongamos que x N = yN. Entonces xy~ ' e N cker¢ y por tanto dxyH=1,de
donde se sigue que ¢(x) = ¢(y). Esto comprueba que ¢* esta bien definida.

Que ¢* sea un homomorfismo se deduce inmediatamente de que ¢ lo es:

$*(xNyN) = ¢p*(xyN) = p(xy) = p(x)p(y) = ¢*(xN)$*(yN).
Es evidente que im ¢p* = im ¢, y como
ker¢* = {xN | ¢p(x) =1} = {xN | x € ker ¢} = (ker p)/N,

la proposicion 4.80 nos dice que ¢* es inyectiva cuando (ker ¢p)/N = { N }, lo cual ocure
cuando N = ker ¢. u

La conclusién principal del teorema anterior se puede resumir diciendo que si
¢ : G - H es un homomorfismo de grupos y N < ker ¢ es normal en G, entonces
existe un inico homomorfismo ¢* tal que el diagrama siguiente es conmutativo:

¢

G——H

l A
s
T s
/ £3
R

ker ¢

Corolario 4.139 (Primer teorema de isomorfia). Si f : G —» H es un homomorfis-
mo de grupos, entonces
G/(ker f) = im f.

Tenemos asi la siguiente “descomposicion candnica” de un homomorfismo de grupos
f:G—- H:

G —"> Glker f) —> im f —» H.

Veamos algunos ejemplos en los que se usa el primer teorema de isomorfia para
clasificar grupos cociente.
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Ejemplo 4.140. Ya habiamos visto que Z/mZ =~ Z,, en el ejemplo 4.131, y ahora
podemos llegar a la misma conclusién con més elegancia observando que la aplicacion
f :Z — Z, dada por x — [x] es un epimorfismo con niicleo ker f = {x € Z | [x] =
[1]1} = {kn | k € Z} = nZ, luego por el primer teorema de isomorfia

ZinZ ~ 7, <

La isomorfia descrita en el ejemplo siguiente es mas interesante y probablemente
algo inesperada.

Ejemplo 4.141. Sea S! el grupo circular formado por los niimeros complejos e y R
el grupo aditivo de niimeros reales, y sea f : R — S! dada por x —~ ¢2*". Puesto que
e/ = ¢/0+9) | f es un homomorfismo, claramente sobreyectivo, cuyo niicleo ker f
consiste de todos los x € R tales que ¢>”* = 1, o sea que ker f = Z, asi que el primer
teorema de isomorfia nos dice que

R/Z ~ S!. <

Del primer teorema de isomorfia se desprenden a su vez otros hechos importantes
sobre grupos cociente.

Teorema 4.142 (Segundo teorema de isomorfia). Sean H y N subgrupos de un gru-
po G con N 4 G. Entonces N es un subgrupo normal de HN y N N H es un subgrupo
normal de H. Mds aiin,
H HN
NNnH~- N

Demostracion: Sabemos por la proposiciéon 4.128 que N H es un subgrupo de G, y
como N < HN es normal en todo G, en particular lo es en H N, asi que podemos
formar el grupo cociente H N/N. Vemos que la aplicacién ¢p : H — H N/N dada por
¢(h) = hN es un homomorfismo, pues

d(xy) = xyN = (xN)(yN) = ¢p(x)$(y).
Ademas,
kerop={he H|hN=N}={he H|heN}=HnNN,

y como ¢ es claramente sobreyectiva, el primer teorema de isomorfia nos dice que
H/(HNN)= HN/N. u

Teorema 4.143 (Tercer teorema de isomorfia). Sea G un grupoy N < H < G. En-
tonces H/N es un subgrupo normal de G/N y

(G/IN)I(HIN) = G/H.

Demostracion: Definimos la aplicacién ¢ : G/N — G/H por ¢(xN) = xH. Esta
aplicacién esté bien definida, pues si xN = yN entonces xy~! € Nyasi xy™' € H
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puesto que N < H, oseaque xH = yH. Se trata claramente de una sobreyeccion, y
como

P(xNyN) = p(xyN) = xyH = (xH)(yH) = p(xN)$p(yN),

esta aplicacion es ademés un homomorfismo con
kerp ={xN e€G/N |xH=H}={xN€G/N|xe H} = H/N.
El resultado se sigue, por tanto, del primer teorema de isomorfia. u
Teorema 4.144. Si G es un grupo, entonces
G/Z (G) = inn(G).

Demostracion: Sea f : G — aut(G) dada por f(x) = ¢,, donde ¢, € aut(G) esta
dada por ¢, (g) = xgx~!. Puesto que ¢y o Py = @y, tenemos que

F&xy) =y, =g, = fF(X)f),
asi que f es un homomorfismo de G en aut(G). Por supuesto, im f = inn(G), y como

kerf={x€ G|, =idy}

={xeG|xgx!

= gparatodo g € G}
={x € G| xg=gxparatodo g € G}

=7Z(G),
el corolario 4.139 nos da el resultado buscado. u

Teorema 4.145 (Teorema de correspondencia). Sea f : G — H un epimorfismo de
grupos, S ((G) el conjunto de los subgrupos de G que contienen a ker fy S(H) el
conjunto de todos los subgrupos de H. Entonces la formula ® : K — f(K) establece
una correspondencia biunivoca @ entre S (G) y S(H) que, ademds, preserva la relacion
de normalidad: si K € SHG)con K 4G, también ®(K) < H.

Demostracion: Sabemos que ®(K) es un subgrupo de H para todo K < G y que
£71(J) es un subgrupo de G para todo J < H, y como siempre es cierto que ker f <
F~1(J), tenemos que f “Ihes H(G), de modo que ® es sobreyectiva. Por otra parte,
six € f7I(f(K)) para K < G, entonces x € kker f para algin k € K, luego si K
contiene a ker f tendremos x € K, de donde se sigue que f~'(f(K)) = K y por tanto
que @ es inyectiva.

Finalmente, el hecho de que ® haga corresponder subgrupos normales con subgrupos
normales se sigue de la sobreyectividad de f'y de la proposicion 4.126. u

El teorema 4.145 tiene un corolario muy util.

Corolario 4.146. Si N es un subgrupo normal de G, entonces todo subgrupo de GIN
es de la forma K/N para un tinico K < G que contiene a N.
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El diagrama de abajo ilustra la correspondencia que, de acuerdo con el corolario
anterior, existe entre los subgrupos de G que contienen a N y los subgrupos de G/N.

.

N N G/IN

< < <

<

IA
IA

EJERCICIOS

4.7. Demostrar que (Z @ Z)/{(m,0),(0,n)) = Z,, & Z,.

Solucion: Sea¢p : Z®Z — Z,,® Z, dada por ¢ : (x,y) — (x,y). Es inmediato que ¢ es un
epimorfismo de grupos, y ker ¢ consiste de los (x, y) € Z @ Z en los que x es miltiplode my y
es miltiplo de n, o sea que ker ¢ = {(mk,0) + (0,nl) | m,n € Z} = {(m,0), (0, n)). El resultado
buscado es consecuencia del primer teorema de isomorfia.

4.8. Demostrar que para cualesquiera grupos Gy H, (G ® H)/(1 ® H) =2 G.

Solucién: Sea r, la proyeccion de G @ H en G, o sea que (g, h) — g paratodo (g, h) € G® H.
Entonces kerz; = {(1,h) | h € H} = 1 @® H, de donde se sigue el resultado deseado.

4.9. ;Existe algin epimorfismo Zg @ Z, — Z4 D Z,?
Soluciéon: No, no puede existir tal epimorfismo. Para probarlo, supongamos lo contrario, y sea ¢
el epimorfismo descrito. Entonces el primer teorema de isomorfia nos da |(Z8 ® Z,)/ ker¢| =

|Z4 ® Z4| = 8, luego tiene que ser ker ¢ = 1y con ello ¢ es inyectivo y por tanto un isomorfismo,
lo que es imposible por que Z, @ Z, no tiene un elemento de orden 8.

4.10. ;Existe algin epimorfismo Z s @ Z, — Z, @B Z4?

Solucién: Supongamos que existe tal homomorfismo ¢. Entonces |ker ¢p| = 2y por tanto ker ¢p =
Z,,asique (Z,; ® Z,) ker¢p = Z,;, = Z, ® Z,, 1o que no es posible por que Z, @ Z, no es
ciclico.

4.11. Sea p un niimero primo impar. Si H es un grupo de orden impar, demostrar que
no existe ningn homomorfismo no trivial D,, — H.

Solucién: Si¢ : D,, — H es un homomorfismo, entonces ker ¢ debe ser de orden 1, 2, p o 2p.
Desde luego, no puede ser |ker ¢p| = 1 o p por que entonces ¢(D,,) = 2p 0 2, y ninguno de estos
nimeros divide | H|. Tampoco puede ser |ker ¢p| = 2, pues el hecho de que p sea un primo impar
implica que D,, no tiene un subgrupo normal de orden 2. Asi pues, la Gnica posibilidad es que
ker¢ = D,, y por tanto que ¢ sea trivial.

4.11 ACCIONES DE GRUPO

Comenzaremos esta seccidn con la observacién siguiente.

Teorema 4.147. Todo grupo es isomorfo a un grupo de permutaciones.
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Demostracion: Esto es consecuencia de que los elementos de un grupo son permutados
al multiplicarlos por un elemento fijo del grupo. Con mas detalle, sea G un grupo y X
el grupo de las permutaciones de los elementos de G. Para cada g € G, definimos una
aplicacién 7, : G — G por 7, : x — gx. Entonces

(7 o 7)) = g(g™1%) = x

para todo x € G, lo que nos dice que todo 7, es invertible y por tanto una biyeccion, de
donde se sigue que 7, € X para todo g € G. Observamos también que

Tgh(x) = ghx = Tg(Th(x)) = (TgTh)(x)v

lo que nos dice que la aplicacion @ : G — X, dada por g = 7}, es un homomorfismo de
grupos. Si ocurre que 7, = 7, entonces gx = hx paratodo x € G,y el caso x = 1 nos da
laigualdad g = h, de donde se sigue que @ es inyectivo, de modoque G = im P < X;. W

Cuando G es de orden finito #, el teorema anterior nos dice que G es isomorfo a un
subgrupo de X, pues en ese caso sabemos que X; = X,
Mas general e importante es el hecho siguiente.

Teorema 4.148. Sea G un grupo 'y H un subgrupo de G de indice finito n. Entonces
existe un homomorfismo ® : G — X, cuyo niicleo estd contenido en H.

Demostracion: Sea G/H el conjunto de las clases laterales de H en G. Puesto que no
estamos asumiendo que H es normal en G, dicho conjunto no es necesariamente un
grupo cociente, aunque aqui no necesitamos que lo sea. Lo que hacemos es definir,
para cada g € G, una aplicacion 7, : G/H — G/H por 7, : xH ~ gxH. Se verifica
entonces sin dificultad que cada una de estas aplicaciones es un biyeccion y por tanto
elementos de X,y = %,. También es facil comprobar que 7,7), = 7., de manera que
la aplicacion @ : G — Xg g que envia a cada g € G con la permutacion 7, es un
homomorfismo de grupos. Ademas, si ®(g) = 7; = 15,, entonces gxH = xH para
todo x € G, y del caso x = 1 obtenemos que gH = H, de donde se sigue que g € H

y por tanto que ker® < H. [
Notemos que el teorema de Cayley (4.147) se deduce del anterior tomando H = {1}.

Corolario 4.149. Sea H un subgrupo G de indice n. Si G no tiene subgrupos normales
contenidos en H ademads del subgrupo trivial, entonces G es isomorfo a un subgrupo
deZ,.

Demostracion: Por el teorema 4.148, existe un homomorfismo ® : G — Z;/5 y su
nicleo es un subgrupo normal de G contenido en H, luego por hipdtesis dicho nicleo
debe ser trivial, de donde se sigue que el homomorfismo G — X, es inyectivo, luego
Geim® <Xg,y=X,. u

Corolario 4.150. Si H es un subgrupo de G de indice p, donde p es el menor de los
primos que dividen al orden de G, entonces H es normal en G.
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Demostracion: Sea G/H el conjunto de clases lateralesde Hen G, ysea® : G > X,
el homomorfismo del corolario 4.149. Entonces ker ® < H y, por el primer teorema
de isomorfia (corolario 4.139), G/(ker ®) es isomorfo a un subgrupo de X, o sea que
|G/(ker ®)| divide a |Zp| = p!. Puesto que |G| = |ker ®| |G/(ker )|, todo divisor de
|G/(ker @)| es divisor del orden de G, pero como ninglin entero mayor que 1 y menor
que p divide a |G|, |G/(ker ®)| es 1 o es p. Pero como |G/(ker®)| = [G : H][H
K] = p[H : K] > p, debe ser |G/(ker ®)| = p. Asi pues, ker® y H tienen el mismo
indice, y como ker ® < H, debe ser ker ® = H, luego H 4 G. u

Abhora introduciremos un concepto y una notaciéon més conveniente para hablar
de los homomorfismos de un grupo G en un grupo simétrico dado. Supongamos que
tenemos un homomorfismo

D:G - Zy,

donde X es un conjunto cualquiera, y sea o, la permutacion correspondiente a g € G a
través de este homomorfismo. Entonces la operacion
GXX - X,
dada por,
g+ x =0y(x),
verifica las propiedades siguientes:

(a) Paratodo x € X, 1 - x = x. En efecto, pues @ es un homomorfismo y por tanto
oy es la permutacién identidad, o sea que 1+ x = 0;(x) = x para todo x € X.

(b) Sig,h € G, entonces g+ (h-x) = (gh) - x paratodo x € X. Esto es, de nuevo,
consecuencia inmediata de que @ sea un homomorfismo, pues esto nos dice que
640, = Ogp Y PO tanto que (gh)-x = O'gh(x) = ag(ah(x)) =g+(h-x).

Reciprocamente, si G es un grupo y X un conjunto, cualquier operacién externa
+ 1 GX X — X que tenga las propiedades de arriba induce un homomorfismo ® : G —
2, con ®(g) = o, la permutacion definida por

D(g)(x) =0,(x) =g+ x

para todo x € X. Verificar que @ es en efecto un homomorfismo se deja como ejercicio
al lector.
Con las observaciones de arriba queda motivada la definicion siguiente.

Definicién 4.151. Sea G un grupo y X un conjunto. Una accion de G en X es una
operacion

1 GEXX - X,
(8, %) = gx,
que verifica las propiedades siguientes:

(a) g(hx) = (gh)x para cualesquiera g,h € Gy x € X;
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(b) 1x = x paratodo x € G.

Si tenemos una accién de G en X, decimos también que G actiia en el conjunto X, o
que X es un G-conjunto.

Con esta nueva terminologfia, la discusién de los parrafos previos nos dicen que la
accién de un grupo G en un conjunto X no es mas que una forma conveniente de hablar
de un homomorfismo G — XZy.

Ejemplo 4.152 (Teorema de Cayley). La demostracion del teorema de Cayley nos dice
que todo grupo G actda sobre si mismo mediante “traslaciones izquierdas”, es decir,
si para cada g € G definimos una aplicacién 7, : G — G por 7,(x) = gx para todo
x € G, entonces g * X = T,(x) = gx es una accion de G en si mismo. <

Ast, por ejemplo, el teorema de Cayley nos dice que todo grupo actiia sobre si mismo
a través de las “traslaciones izquierdas”, es decir, la operacion « : G X G — G dada por

g x = 7,(x) = gx,
es decir, donde la accion es simplemente la operacidn del grupo.

Ejemplo 4.153 (Conjugacion). Todo grupo G actda en si mismo por medio de la con-
jugacién por elementos de G. En efecto, pues si g+ x = gxg~!, entonces obviamente
1-x =x,ytambién g+ (h-x) = g(lhxh g™ = (gh)x(gh)™' = gh - x. <

Definicién 4.154. Sea G un grupo que acttia sobre un conjunto X. Llamamos érbita
de x € X al conjunto
Og(x) = {gx | g € G},

y llamamos estabilizador de x € X, representado por G,, al conjunto de todos los
elementos de G que fijan a x bajo la accién del grupo. En simbolos,

G,={g€G|lgx=x).

Se verifica de inmediato que G,, < G. Cuando G, = {1}, decimos que la accién de G
en X es fiel.

También es inmediato que la relacién de “estar en la misma 6rbita” es de equivalencia.
Cuando Og(x) = X, es decir, cuando existe una tinica drbita, decimos que la accion de
grupo es transitiva. Observemos que esto equivale a que para todo y € X existe un
geGtalquey = gx.

Definicién 4.155. Cuando un grupo G actiia en si mismo mediante conjugacion, la
orbita de x € G se dice clase de conjugacion de x en G y se representa por x¥, y
al estabilizador de x se le llama centralizador de x en G y se representa por Cg(x).
Diremos que x, y € G son conjugados si ambos elementos estdn en la misma clase de

conjugacioén, es decir, si existe g € G tal que y = gxg~!.

Asi pues, si G es un grupo y x € G, tenemos

xXC={xt|geG}={gxg ! | g€ G}.
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Teorema 4.156 (Teorema orbita-estabilizador). Si un grupo G actiia en un conjunto
X, entonces, para todo x € X,

|06(x)| =1G : G,].
Demostracion: Observamos que
gx=hx & (hlglx=x & hlgeG, < gG, =hG,

lo que demuestra tanto que gx — hG, estd bien definida como que es inyectiva. Puesto
que la sobreyectividad de esta aplicacidn es evidente, tenemos que se trata de una
biyeccién, de manera que |OG(x)| = |G/Gx| =[G : G,]. L

Aplicando el teorema Orbita-estabilizador a la accién dada por la conjugacion,
obtenemos el corolario siguiente.

Corolario 4.157. Para todo elemento x de un grupo G se verifica que
|x¢| =[G : Cs(0)]. (4.7)
Veamos algunos ejemplos en los que se aplica el corolario anterior.

Ejemplo 4.158 (Centralizador de un r-ciclo). Sea ¢ un ciclo de X, de longitud r.
Puesto que dos ciclos son conjugados si y sdlo si tienen la misma longitud (teorema 4.49),
tenemos que

|0'2" = ln(n - D(n=2)--(mn—r+1)= n!
r r

n—r)!’

luego la férmula (4.7) nos da

|C2n(0')|= E;”n' =r(n—r).

A partir de este conteo podemos determinar cuéles son todas las permutaciones que
conmutan con o. Desde luego, toda potencia de ¢ conmuta con ésta, luego tenemos
identificadas r permutaciones que estan en Cy, (¢). También sabemos que cualquier
permutacién que fije los simbolos movidos por o estara en su centralizador, y de estas
permutaciones hay (n — r)!. Si representamos por %,_, al conjunto de las permutaciones
que fijan los r nimeros movidos por o, entonces

Cs, (0) = {c't|7€X, ,y0<i<r—1},
pues el conjunto del lado contiene r(n — r)! permutaciones que conmutan con o. <

Ejemplo 4.159 (Clases de conjungacion en A4). En este ejemplo vamos a calcular las
clases de conjugacién que hay en el grupo alternado A,, y aprovecharemos los resultados
obtenidos para dar otra demostracién de que A4 no contiene ningiin subgrupo de orden
6 (proposicion 4.110). Para comenzar, recordemos que A, esta formado por la identidad,
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3 permutaciones de estructura (e e)(e o) y los 8 ciclos de longitud 3. Tomemos primero
o = (12)(34)y consideremos su clase de conjugacién en todo el grupo simétrico %,,.
Por su estructura de ciclos, sabemos que |o-2"| = 3, de manera que

24
|CZ4(0')| =3 = 8.

Puestoque 0 € V < A,, donde V es el subgrupo isomorfo al grupo de Klein formado por
las permutaciones con la estructura (e ¢)(e o), existen al menos |V| = 4 elementos de
C24 (o) que estan en A, y por tanto en C 4,(0), luego este tltimo centralizador contiene
al menos 4 elementos. Por otra parte, puesto que C 4,(0) es un subgrupo tanto de Ay
como de Cy, (), su orden debe ser un divisor comtn de 8 y 12, luego sélo es posible
que

|C4,(0)| =4,

o sea que de hecho C A, (o) = V. Usando de nuevo la férmula (4.7) obtenemos que

12
Ayl = 22 = 3
|(7 | 4 ’
luego las tres permutaciones de estructura (e o)(e e) son conjugadas en A,.
Pasemos ahora a las clases de conjugacion de los 3-ciclos de A,. Tomemos uno
de ellos, digamos 7 = (1 2 3). Por la férmula obtenida en el ejemplo 4.158, CE4(1) =
3(4 — 3)! =3,y de hecho

CZ4(T) = {1’7'-7 12} = (T> S A4’
de donde se sigue que Cy, (7) = C4,(7) y por tanto que

12
A

M= — =4,

o] =
Puesto que A, contiene 8 ciclos de longitud 3, resulta que dichos ciclos estan separados
en dos clases de conjugacion. En particular, esto implica que no todos los 3-ciclos son
conjugados. El siguiente cddigo de Mathematica nos dice cudles exactamente son estas
dos clases de conjugacion:

GroupOrbits[AlternatingGroup[4],

{Cycles[{{1, 2, 3}}], Cycles[{{1, 3, 2}}1}]
/. {Cycles[{x_}] :> x} // Column

{1,2,3},{1,3,4},{1,4,2},{2,4,3}}
H1,2,43,{1,3,2},{1,4,3},{2,3,4}}

Asf pues,

(123)% ={(123), (134), (142), (243)},
(132)% ={(132), (143), (124), (234}
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Notemos que (1 32) = (12 3, y que la clase de conjugacién de (1 2 3)~! consiste de
los inversos de los elementos de la clase de (1 2 3).

Para terminar, observemos que el hecho de que A, esté particionado en clases de
conjugacién de cardinales 1,3, 4,4 nos permite concluir que A4 no contiene ningin
subgrupo de orden 6, pues dicho grupo asi serfa de indice 2 y por tanto normal en A4, 0
sea que seria unidn disjunta de clases de conjugacion, lo que no puede ser, por que entre
los cardinales mencionados no los hay que sumen 6.

Otra forma de comprobar lo anterior es utilizar el hecho de que si ¢ es un 3-ciclo,
entonces 6y o~ ! pertenecen a distintas clases de conjugacién, como observamos al
calcular de forma explicita las dos clases de conjugacién de los 3-ciclos. Asi, si H < Ay
fuese de orden 6, tendria que contener un 3-ciclo (pues en todo A, sélo hay 4 elementos
que no lo son), luego contendria a su inverso, pero entonces la normalidad de H implicaria
que contiene a todos los 3-ciclos, o sea que H tendria al menos 8 elementos, una
contradiccién. <

Ejemplo 4.160 (Conjugacion de 3-ciclos en As). En este ejemplo vamos a mostrar
que todos los 3-ciclos son conjugados en As. Para esto, consideremos el ciclo o = (12 3)
y su clase de conjugacion en Xs. Por el resultado del ejemplo 4.158, tenemos

|C25(0')| —35-2)! =6,

y como C 4,(0) es subgrupo de dicho centralizador y también de As, su orden debe
ser 6, 3 0 2, pero no puede ser 6 por que no todo elemento de C25 (o) estd en A5 (por

ejemplo, la transposicion 4 5). Puesto que {1, o, 0'2} < CAn(U), debe ser |CAn(a)| =3,
y asi resulta que

60
As| = — =20
|6 | 3 ’
de modo que 645 contiene a los 20 ciclos de longitud 3 que hay en . En otras palabras,
cualesquiera dos 3-ciclos son conjugados en As. <

El teorema siguiente generaliza la conclusion obtenida en el ejemplo anterior.

Teorema 4.161. Para todo n > 5, cualesquiera dos ciclos de longitud 3 son conjugados
enA,.

Demostracién: Sean > 5y o € A, un 3-ciclo. Entonces existe una transposicién (i j)
disjunta de o y por tanto contenida en Czn(a). Puestoque (i j) # A,y [2,,A,] =2,
tenemos

,=(GjnA,= CEW(G)An'

Puesto que también C A, (o) = CZ,, (6) N A, 1a ecuacion (4.6) nos da
[Z, : Cy, (0)] = [Cs, (0)A, : Cy (0)]
=[4, :Cg (0)NA,]
=[A,: CAn(a)].

En otras palabras, |o-An

= |O’2"

, de donde se sigue el resultado deseado. u
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Nota: El teorema anterior puede demostrarse de manera més elemental: si o = (i; i, i3) es un
3-cicloen A, con n > 5, entonces existe un par de enteros distintos i, e i5 que son fijados por o,
y por tanto una permutacién = € X, tal que 7(k) = i, para k =0, ..., 5. Puesto que una de las
permutaciones 7y p = (iy is)restien A,y

t(123)c7 = (i, iy iy) = p(1 23)p7",

tenemos que todo 3-ciclo es conjugado de cualquier otro 3-cicloen A,.

Puesto que las drbitas inducidas por una accién de un grupo finito G en un conjunto
X son clases de equivalencia, éstas forman una particién de X, lo que nos dice que el
orden de G puede expresarse como

1X] = ) |06(x)| = DG : G, ],

donde cada x; es un representante de una Orbita. Para la accién de G en si mismo dada
por la conjugacion (g + x = gxg~!), la férmula de arriba se convierte en

Gl =) |x8] = DG : Cax],

donde los sumatorios recorren los distintos representantes x; de las clases de conjugacion
que particionan a X. Puesto que x¢ = {x} si y s6lo si x € Z (G), podemos escribir

G = 1Z(G)| + ) [G : Ca(x)),

donde el sumatorio de la derecha itera sobre representantes tinicos x; de todas las clases
de conjugacion con mas de un elemento. Esta formula recibe el nombre de ecuacion
de clases, y es de gran importancia en la teoria de grupos finitos. Por ejemplo, con ella
podemos probar un resultado que habiamos prometido.

Teorema 4.162 (Cauchy). Si p es un niimero primo que divide al orden de un grupo
finito G, entonces G tiene un elemento de orden p.

Demostracion: Esto ya lo sabiamos para grupos abelianos (teorema 4.134), asi que
supondremos que G no es abeliano y por tanto que no todo elemento de G esta en
Z (G). La demostracion la daremos por induccion sobre n, donde np = |G|. Paran = 1
el teorema es cierto, pues en tal caso G es ciclico de acuerdo con el corolario 4.107.
Supongamos ahora el teorema cierto para todo natural menor que n, y sea x € G.
Si x ¢ Z(G) entonces x no conmuta con al menos un elemento de G y por ello
|CG(x)| < |G]. Se sigue de esto y de la hipédtesis de induccion que si p divide |CG(x)|
entonces C;(x) tiene un elemento de orden p. Por otra parte, si p no divide al orden de
C(x), entonces, como divide a |G| = |C(x)|[G 1 C(x)], debe dividira G : Cg(x).
Asi pues, si cada x; es un representante de cada clase de conjugacién con mas de un
elemento, la ecuacion de clases

G = 1Z(G)| + D [G : Ci(x)]

nos dice que p | |Z (G)|, y como Z (G) es abeliano, éste contiene un elemento de orden
p de acuerdo con el teorema 4.134. u
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Definicion 4.163. Sea p un niimero primo y G un grupo. Decimos que G es un p-grupo
si todo elemento suyo es de orden una potencia de p.

El siguiente corolario nos da una caracterizacién alternativa de los p-grupos para
grupos de orden finito.

Corolario 4.164. Sea p un nimero primo 'y G un grupo de orden finito. Entonces G es
un p-grupo si 'y solo si su orden es potencia de p.

Demostracion: La suficiencia es consecuencia inmediata del teorema de Lagrange.
Para establecer el reciproco, supongamos que todo elemento de G es de orden una
potencia de p. Entonces ningtin primo g # p puede ser divisor del orden de G, pues
de otro modo el teorema de Cauchy nos daria un elemento x € G de orden g, en
contradiccion con la hipdtesis de que |x| = p™ para cierto natural m. Se sigue de esto
que el orden de G debe ser una potencia de p. u

Teorema 4.165. El centro de todo p-grupo finito es no trivial.
Demostracion: Si G es abeliano el teorema es trivialmente cierto, pues entonces G =
Z (G). Supongamos pues que existe al menos un x ¢ Z (G), y consideremos la ecuacién

de clases,
G| =1Z(@)| + Y [G : Co(x)).

Puesto que x; & Z (G),
también un p-grupo, sus indices son todos de la forma p* para cierto entero k > 0, luego
la ecuacién de clases nos dice que p divide a |Z (G)|, luego en particular |Z (G)| > 1.8

CG(x[)| < |G|, y como cada uno de estos centralizadores es

Corolario 4.166. Sea p un niimero primo. Entonces todo grupo de orden p* es abeliano.

Demostracién: Sea |G| = p®. Entonces el centro de G es no trivial, y por tanto
|Z (G)| = po p? es decir, |G/Z(C)| = po 1. En ambos casos G/Z (G) es ciclico,
luego G es abeliano por la proposicion 4.135. L

Corolario 4.167. Sea G un p-grupo finito. Si G es simple, entonces |G| = p.

Demostracion: Puesto que Z (G) < G no es trivial, debe ser Z (G) = G, o sea que G
es abeliano, luego G es simple Gnicamente si no tiene subgrupos propios, lo que s6lo
puede ser si |G| = p. u

EJERCICIOS

4.12. Sea G un grupo y A un subgrupo abeliano de G. Demostrar que G/A actiia en A
mediante conjugacidn, y obtener un homomorfismo G/A — aut(A).

Solucién: Sea gA - a = gag™! para cualesquiera g € Gy a € A. La operacién dada por esta
formula esté bien definida, pues si gA = hA entonces g~'h € A, lo que significa que g~'h
conmuta con todo elemento de A, luego

(gag™")(hah™")™" = ga(g™'W)a™'h™" = gaa™ (g W)R™" =1,

de donde se sigue que gag™' = hah™!. Se verifica de inmediato que A~a = ay que gA+(hA-a) =
ghA-a, de modo que la operacién que hemos definido es una accién de G/A en A. Si f, € aut(A),
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conf, :amr gag™', entonces gA -a = f¢(a) para todo a € A, de manera que esta accion de
G/A en A no es otra cosa que un homomorfismo G/A — aut(A) que envia a cada gA con el
automorfismo f, de A.

4.13. Demostrar que si G contiene un elemento x con exactamente dos conjugados,
entonces G contiene un grupo normal propio no trivial.

Solucion: Por el teorema Orbita-estabilizador (teorema 4.156), 2 = |xG| =[G : C4z(x)], luego
C;(x) < G, pues hemos visto en el ejemplo 4.121 que todo subgrupo de indice 2 es normal. Esta
claro que C;(x) es un subgrupo propio de G, y es no trivial por que x # 1 y asi |G| > 3.
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